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CAPITULO 2

Conceitos basicos em Probabilidade

E importante comecar nossos estudos com a explanacdo de que tudo o que se estuda em Estatistica tem,
como base fundamental, a teoria da Probabilidade que, por sua vez, tem como base fundamental a teoria dos
conjuntos.

A teoria da Probabilidade permite que possamos, por exemplo, modelar populacdes, experimentos, acon-
tecimentos ou realizar previsbes com dados e informacGes que apresentam comportamento nao deterministico
(estocastico ou aleatério).

Na subseces a seguir apresentamos 0s conceitos sobre experimentos aleatérios, espaco amostral, eventos,
sigma-algebra, definicdes de probabilidade, propriedades da probabilidade, probabilidade condicional (regra do
produto de probabilidades, teorema da probabilidade total, eorema de Bayes e ndependéncia de eventos) e lema

de Borel-Cantelli.

2.1 Experimentos aleatoérios

Definicdo 2.1.1. (Experimentos aleatorios) Experimentos aleatdrios sdo experimento que, ao serem
repetidos nas mesmas condicoes, ndo produzem o mesmo resultado. Por outro lado, experimentos que,
ao serem repetidos nas mesmas condicdes, produzem o mesmo resultado sdo chamado de experimentos

deterministicos.

2.2 Espaco amostral, evento e sigma-algebra

Definicdo 2.2.1. (Espaco amostral) Espaco amostral ou espaco amostral universal, ), é o conjunto

de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério.




Definicao 2.2.2. (Eventos) Qualquer subconjunto do espaco amostral S que constitui um campo de
Borel F.

Definicao 2.2.3. (Eventos mutuamente exclusivos) Quando a ocorréncia de um impossibilita a

ocorréncia do outro.

Exemplo 2.2.1. Exemplo: Dado

A = {par}

> A-B=10 (eventos mutuamente exclusivos)
B = {impar}

E importante definir a sigma-algebra associado ao espaco amostral (as vezes citados nos livros como

o-algebra).

Definicao 2.2.4. (Sigma-algebra) Uma familia de subconjuntos de €} é chamada de o-algebra (ou

campo de Borel), denotado por B, se satisfazer as trés seguintes propriedades:
a. geB
b. Se A € B, entio A€ B

c. Se Ay, Ag,... € B, entdo U2 A, € B

Uma o-algebra é, portanto, o conjunto de todos os subconjuntos do espaco amostral (£2), incluindo o préprio
espaco amostral. Assim, se () tem n elementos, entdo existem 2" conjuntos em o-algebra. Atente-se que isso
ocorre quando temos um conjunto contavel. Quando §2 n3o for contéavel, sera dificil descrever a o-algebra,

entretanto ela é escolhida para conter qualquer conjunto que seja de interesse.

Exemplo 2.2.2. Se X = {a,b,c,d}, uma possivel o-dlgebra em X é ¥ = {@,{a,b},{c,d},{a,b,c,d}}, no

qual © é o conjunto vazio e >, é a notacdo para o conjunto das sigma-algebra. °

Mas qual o motivo de estudar a sigma-algebra, ao invés de todos os subconjuntos?. Existem algumas

explicacOes para isso e elencamos duas a seguir:

i. O espaco amostral pode conter um grau de detalhamento superior ao que estamos interessados no mo-

mento;

ii. Queremos associar cada evento A com uma probabilidade numérica, P(A), porém nosso conhecimento

sobre P pode n3do se estender para todos os subconjuntos de 3.

2.3 Definicoes de probabilidade: subjetiva, frequentista e axioma-
tica

A definicao subjetiva de probabilidade refere-se a uma tentativa para lidarmos com eventos histéricos

inicos, que nao podem ser repetidos, carecendo, assim, de interpretacao frequencial. Em sentido n3do rigoroso,



a probabilidade subjetiva pode ser interpretada com a chance que uma pessoa atribuiria a aposta em um evento.

A definicao frequentista de probabilidade refere-se ao fato de que se repetirmos um experimento
aleatério n vezes e anotarmos o niimero de vezes a qual um resultado de seu interesse (um evento A, por
exemplo) ocorreu, entdo a frequéncia relativa de A nas n repeticdes do experimento é dada por:

froa= n(nA) (2.1)

Essa frequéncia relativa f,, 4, definida na classe dos subconjuntos do espagco amostral, satisfaz as seguintes

condicoes:
i 0< fua<1
i, foo=1

iii. Se A e B forem eventos mutualmente excludentes, ent3o:

fn,AUB = fn,A + fn,B

Alguns livros (Introductory Statistics, Wonnacott e Wonnacott, 1980) admitem que uma frequéncia relativa
de um evento tenderad para um valor limite dado por:
P(A) = nh_)rgo n(nA) (2.2)
E possivel que a frequéncia fn,a se comporte de maneira ndo esperada, isto é, podemos jogar um dado um
grande nimero de vezes e o lado do nimero cinco, por exemplo, persiste em aparecer, tornando a probabilidade
para o lado cinco igual tendendo a um.
E necessario qualificar, portanto, afirmando que o limite ocorre com grande probabilidade, mas n3o com
certeza légica. Entdo, se utilizarmos o limite anteriormente como definicao para probabilidade, estariamos
utilizando o conceito de probabilidade para definir probabilidade, formando um ciclo vicioso. Com o objetivo de

romper este ciclo, devemos apelar para o enfoque axiomatico.

Definicao 2.3.1. (Probabilidade) Uma funcdo P, definida na o-algebra F de subconjuntos de (2 e com

valores em [0, 1], é uma probabilidade se satisfaz os Axiomas de Kolmogorov:

2. Pata todo subconjunto A € F, P(A) > 0,

3. Para toda sequéncia Ay, A, ... € F, multualmente exclusivos, temos

hE

P (U2, A;) <) P(4).

=1




2.4 Propriedades da probabilidade

Dado (€2, F,P), considere que os os conjuntos mencionados abaixo sdo eventos nesse espaco de probabili-

dade. Dessa forma, temos:
i. P(A) =1—P(A°);
ii. Sendo A e B dois eventos quaisquer, vale P(B) = P(BN A) + P(B N A°),
iii. Se A C B, entdo P(A) < P(B);
iv. P(AU B) =P(A) +P(B) — P(AN B);

v. P (U;ﬁlAi) <> P(Az)

2.5 Probabilidade condicional

No inicio do estudo da Probabilidade, sdo apresentados conceitos os quais ndo existem restricGes para o
espaco amostral, ou seja, ele é sempre o mesmo e o célculo das probabilidades, consequentemente, é incondi-
cional.

Entretanto, em muitos casos, é necessaria que uma atualizacdo desse espaco amostral seja feita, pelo fato
de algum elemento ter sido retirado dele, ocosionando, portanto, sua reducao. Ea partir dessa ideia que surge

o que chamamos de probabilidade condicional, cuja definicdo formal é apresentada a seguir.

Definicao 2.5.1. Se A e B sdo eventos em ) (espaco amostral) e P(B) > 0, entdo a probabilidade
condicional de A dado B, denotada por P(A|B), é dada por

P(AN B)

P(4IB) = —55

Atente-se para o fato de que podemos dizer que P(A|B) é uma probabilidade, pois:

= P(A|B) = 45 > 0;

- P(S|B) = 1;
= Para A-C =0 = P[(A+ C)|B] = P(A|B) + P(C|B).

Note que agora temos uma reducao do espaco amostral para B, ou seja, o que antes consideravamos (2,
agora sera restrito a B. Portanto, para o calculo das probabilidade, vamos considerar P(B|B) = 1.

Para ilustrar essa definicao, considere uma urna com duas bolas azuis e duas bolas brancas. Suponha
que desejamos retirar duas bolas, uma apds a outra. Podemos nos perguntar quais os possiveis casos (espaco

amostral) para esse experimento. Se adotarmos a notacdo A;: a i-ésima bola retirada é de cor azul e B; a



i-ésima bola retirada é de cor branca (para i = 1,2), entdo o espaco amostral desse experimento pode ser

descrito da seguinte forma:
Q= {A1A27 31827 AlBQ7 BlAQ}-

Entretanto, podemos limitar esse espaco amostral condicionando o evento. Considere que seja de interesse
calcular a probabilidade de a segunda bola retirada ser de cor branca, dado que a primeira também foi de cor
branca. Perceba que, agora, o espaco amostral do nosso interesse ndo inclui mais os eventos em que a primeira
bola retirada foi a de cor azul, e sim somente aqueles em que a primeira bola retirada foi de cor branca, ou seja,
ouve uma reducao do espaco amostral.

Como o exemplo é simples, podemos calcular a probabilidade sem muitos calculos. Se temos somente uma
possibilidade de interesse (a primeira ser branca e a segunda também ser branca: B;B,) entre duas possiveis
(a primeira ser branca e segunda também ser branca ou ser azul: BBy ou BjA;), entdo a probabilidade de
interesse é 1/2.

Usando a definicao anteriormente apresentada para probabilidades condicionais, podemos resolver esse pro-
blema calculando P(Bs|B), ou seja:

P(ByNBy) 1/4 1

2.5.1 Regra do produto de probabilidades

O desenvolvimento apresentado anteriormente para dois eventos pode ser generalizada com objetivo de
denotar a probabilidade da intersecdo de n eventos por meio das probabilidades condicionais sucessivas. Veja a

definicdo a seguir.

Definicao 2.5.2. (Regra do produto de probabilidades) Para os eventos A, A,, ..., A, em (Q, F,P),
com P (N?_,A;) > 0, a regra do produto de probabilidades é dada por:

P(A1Bs...A,) = P(A])P(As|A1)P(A3| A1 As)...P(A,|A1 A2 A, 7).

2.5.2 Teorema da probabilidade total

O teorema das probabilidades totais permite calcular a probabilidade de um evento A quando se conhece as
probabilidades de um conjunto de eventos disjuntos cuja reunido é o espaco amostral, bem como as probabili-

dades condicionais de A dado cada um deles.

Definicdo 2.5.3. (Teorema da probabilidade total) Considere By, By, ..., B,, uma particdo do espaco
amostral () (sdo eventos mutualmente excludentes e sua reunido forma ). Considere também A um

evento e P uma probabilidade definida nos eventos de (2, ent3o:

Z (A|B,)P(By) (23)




A probabilidade condicional, definida na classe dos eventos do espaco amostral, satisfaz as propriedades

estabelecidas a seguir:

i. Para todo evento B, P(B|A) >0

i. Se By, Bs, ..., B, sao eventos mutualmente exclusivos, ent3o:

P (CJ Bk|A> zzij (Bi|A);

k=1

iii. Se 2 denota o espaco amostral, entdo P(2|Q2) = 1.

2.56.3 Teorema de Bayes

Definicdo 2.5.4. (Teorema de Bayes) Considere uma particdo Ay, As, ..., A,, do espaco amostra )

(note que a particdo € finita) e B um evento de (2, entdo parai=1,2,...,n, temos:

P(B|A;)P(4;)
> h=1 P(B|AR)P(Ay)

P(Ai| B) = (2.4)

A probabilidade dada em ([2.4]) é conhecida na literatura como probabilidade a posteriori. Além disso, a

partir da mesma expressdo, temos que:
n
> P(4)|B) =1
k=1

2.5.4 Independéncia de eventos

~

Definicao 2.5.5. (Eventos independentes) Sejam A e B dois eventos e suponha que P(A) > 0. O

evento B é dito ser independente do evento A se:

P(B|A) = P(B). (2.5)

Entdo, sendo P(B|A) diferente de P(B), dizemos que B depende estatisticamente de A, ou é dependente
estatisticamente de A. A dependéncia estatistica é o caso usual, pois é muito mais facil duas probabilidades
serem tanto diferentes do que serem extremamente iguais.

Em outras palavras, a definicdo anterior aplica, para eventos independentes, o tipo mais simples de regra da

multiplicacdo. Além disso, dado que temos eventos independentes, entdo podemos concluir que:
P(A|B) = P(A);
2. P(AB) =P(A) - P(B);

3. P(AB) = P(A) - P(B) e P(AB) = P(4) - P(B).



Ou seja, se A e B s3o independentes, A e B s3o independentes e A e B também o s3o.

De uma maneira mais geral, temos:

Definicao 2.5.6. Sejam A, A, ..., A, eventos. Eles serdo independentes se:

2.6 Exercicios

1. Uma moeda honesta é lancada até que apareca o mesmo resultados duas vezes seguidas.

a. Descreva o espaco amostral.

b. Encontre a probabilidade de que o experimento termine antes de 6 lancamentos.

2. Sabe-se que os eventos Bj, B; e Bj sdo disjuntos par a par e que sua unido é igual ao espaco amostral.
Estes eventos tém as probabilidades P(B;) = 0,2 e P(B,) = 0,3. Existe um outro evento A tal que
P(A|B;) = 0,3, P(A|By) = 0,4 e P(A|B;3) = 0,1. Calcule:

a. P(A).
b. P(Bs|A).

3. (Meyer, |1983) Uma remessa de 1500 arruelas contém 400 pecas defeituosas e 1100 perfeitas. Duzentas
arruelas s3o escolhidas ao acaso (sem reposicdo) e classificadas.

a. Qual a probabilidade de que sejam encontradas exatamente 90 pecas defeituosas?
b. Qual a probabilidade de que sejam encontradas ao menos 2 pecas defeituosas?

4. (Meyer, 1983) Dez fichas numeradas de 1 a 10 sdo misturadas em uma urna. Duas fichas, numeradas

(X,Y), sdo extraidas da urna, sucessivamente e sem reposicdo. Qual é a probabilidade de que X+Y=10.

5. (Meyer, 1983) Um mecanismo complexo pode falhar em 15 estagios. De quantas maneiras podera ocorrer

que ele falhe em 3 estagios?
6. SeP(A) =0,7e P(AUB) =0, 8, entdo encontre a P(B) sabendo que A e B s3o eventos independentes.
7. Qual a probabilidade de sair menos que trés caras em cinco lancamentos de uma moeda honesta?

8. Um inspetor de qualidade extrai uma amostra de dez tubos aleatoriamente de carga muito grande de
tubos que se sabe que contém 20% de tubos defeituosos. Qual é a probabilidade de que n3o mais do que

dois tubos extraidos sejam defeituosos?

9. (Mirshawka,|1983)) A confiabilidade de um foguete é a probabilidade p que em uma tentativa de lancamento
0 mesmo com sucesso. Foi estabelecido que a confiabilidade de um certo foguete é 0,9. Qual opcdo a

seguir indica maior evidéncia na hipdtese de que realmente houve modificacao no foguete?



10.

11.

Opcdo 1: De 121 foguetes modificados testados, 116 tiveram desempenho satisfatério.

Opcdo 2: De 81 foguetes modificados testados, 78 tiveram desempenho satisfatério.

Um engenheiro extrai uma amostra de 15 itens aleatoriamente de um processo de fabricaciao, no qual
é sabido que tal processo produz 35% de itens aceitaveis. Qual é a probabilidade de que dez dos itens

extraidos sejam aceitaveis? (R. 0.0450)

Acredita-se que 20% dos moradores das proximidades de uma grande sider(rgica tém alergia aos poluentes
lancados ao ar. Admitindo que este percentual de alérgicos seja correto (real), calcule a probabilidade de

que pelo menos quatro moradores tenham alergia entre 13 selecionados ao acaso.



CAPITULO 3

Variaveis aleatoérias

Entender o que s3o variaveis aleatérias é um passo fundamental no estudo da Estatistica, pois elas repre-
sentam as caracteristicas de interesse em uma populacdo. Para exemplificar, considere que vocé estad sentado
na calcada da sua rua contando o niimero de carros que passam por dia. Se, nesse caso, definirmos por X o

numero de carros que passam por dia nessa rua, podemos dizer que X é uma variavel aleatéria.

Essa variavel aleatéria pode ser discreta ou continua e tem diversas funcGes importantes associadas a ela,
tais como a funcao de distribuicdo acumulada, funcdes de probabilidade e densidade e momentos. Ao longo
desse capitulo vamos abordar todos esse pontos com detalhes. Porém, antes de avancar, vamos apresentar a

definicdo formal de variavel aleatéria.

3.1 Conceito de variavel aleatéria

Dado um fenémeno aleatério qualquer, com certo espaco de probabilidade, desejamos estudar a estrutura

probabilistica de quantidades associadas a esse fendmeno.

Definicao 3.1.1. (Variavel aleatéria) Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade. Uma varidvel alea-

toria X € qualquer funcdo X : 2 — R, tal que:

X' ={weQ: X(w)el}eF, VICR. (3.1)

Traduzindo a definicdo matematica acima, X é uma variavel aleatéria se sua imagem inversa para intervalos

I C R pertencem a o-algebra F. Veja essa representacao na Figura [3.1] a seguir.

17



Xoy)

X X )C4
Figura 3.1: llustracdo de uma funcao de uma variavel aleatéria.

De maneira menos informal, se considerarmos um experimento e um espaco amostral ) associado a esse
experimento e considerarmos que X é uma funcdo associa cada elemento de {2 a um niimero real X ({2), entdo

X é uma variavel aleatéria.

3.2 Variaveis aleatorias discretas, continuas e mistas

As variaveis aleatérias podem ser classificadas em variaveis aleatérias discretas, continuas e mistas. Essa
caracterizacdo prévia da variavel é muito importante no processo de modelagem de dados, pois, como veremos
mais adiante, existem modelos para cada tipo de variavel, sendo ela discreta, continua ou mista.

Para exemplificar, suponha que em uma lanchonente sejam vendidos 300 pastéis por dia. Assim, se definirmos
a variavel aleatéria X, tal que X é o nimero de pastéis vendidos em um dia, entao X é classificada como uma

variavel aleatéria do tipo discreta.

Definicao 3.2.1. (Variavel aleatdria discreta) Uma varidvel aleatéria é do tipo discreta se assume

somente um numero enumeravel de valores.

Como sabemos que os valores possiveis para X sdo 0, 1, 2, ..., 300 e tais valores ndo sdo igualmente provaveis
de ocorrer, entdo X é classificada como uma variavel aletéria do tipo discreta.
Por outro lado, se nessa mesma lanchonote definirmos como X o tempo de trabalho diario dos funcionarios,

entdo X é classificada como uma variavel aleatéria do tipo continua.

Definicado 3.2.2. (Variavel aleatéria continua) Uma varidvel aleatéria é do tipo continua se ela assume
qualquer valor numérico em um determinado intervalo ou série de intervalos. Isto é, uma variavel aleatdria

continua é uma variavel para a qual um conjunto A é um conjunto infinito ndo enumeravel.

Um exemplo de uma varidvel aleatéria mista pode ser um experimento em que uma moeda é lancada e uma

roleta é girada se o resultado do lancamento da moeda for cara. Se o resultado do lancamento da moeda for



cara, X é igual ao valor da roleta. Se o resultado do lancamento da moeda for coroa, X é igual a -1. Ha a

probabilidade meio de essa variavel aleatéria ter o valor -1, e meio de ficar no intervalo [0, 360).

Definicao 3.2.3. (Variavel aleatéria mista) Uma variavel aleatéria é do tipo mista se ela assume tanto
valores discretos quanto valores em um determinado intervalo. Essas variaveis aleatdrias sdo conhecidas

como variaveis aleatorias mistas.

3.3 Funcao de probabilidade e funcao densidade de probabilidade

Conforme alertamos anteriormente, caracterizar uma variavel aleatéra em discreta, continua ou mista é uma
passo muito importante para a modelagem estatistica. Isso ocorre, pois as respectivas funcdes de probabilidade
recebem nomes diferentes dependendo da sua caracterizacao.

Se uma varavel é do tipo discreta, entdo ela pode ser modelada pela sua respectiva funcdo de probabilidade.
Por outro lado, se uma varavel é do tipo continua, entdo ela pode ser modelada pela sua respectiva funcao
densidade de probabilidade.

Definicao 3.3.1. (Funcédo de probabilidade) A funcio de probabilidade de uma varidvel aleatéria
discreta é uma funcdo que atribue probabilidade a cada um dos possiveis valores assumidos pela variavel.

Assim, considerando X uma variavel com valores x4, ..., x,,, temos que

PX =x;)=P{we: X(Q) =1z}), i=1..,n (3.2)

A func3o de probabilidade de X, no espaco de probabilidade (€2, F,P), deve obedecer as seguintes propriddes:
» <P X =15 <1, Vi=1,2,..,;
» >, P(X ==x;) =1, com a soma percorrendo todos os possiveis valores.
Exemplo 3.3.1. (Magalhies, 2006) Obtenha o valor da constante ¢, de modo que a funcdo
p(z) = c(zx —2)%, x=3,4,5,6,
seja uma funcdo de probabilidade de alguma varidvel aleatéria discreta. °

Com a apresentacdo da funcdo de probabilidade para a variavel aleatéria discreta, agora vamos apresentar a

a funcao densidade de probabilidade para a variavel aleatéria continua.

Definicdo 3.3.2. (Funcao densidade de probabilidade) Uma varidvel aleatéria X em (§2, F,IP), com

funcao de dsitribuicdo F, sera classificada como continua, se existir uma funcido ndo negativa f tal que:

F(x):/x fw)dw, VzeR, (3.3)

— 00

com f sendo a funcido densidade de probabilidade da varidvel aleatéria X.

Assim como a funcao de probabilidade, a funcao densidade de probabilidade de X, no espaco de probabilidade

(Q, F,P), deve obedecer as seguintes propriedades:



= f(z) >0, VzekR,

. 7% fw)dw = 1.

Exemplo 3.3.2. Obtenha o valor da constante ¢, de modo que a funcdo
f(x) = ce™™ g0y ()

seja uma funcdo densidade de probabilidade de alguma variavel aleatéria continua. °

3.4 Funcao de distribuicao acumulada e funcao de sobrevivéncia

Definicdo 3.4.1. (Funcio de distribuicdo acumulada) Seja (), F,P) um espaco de probabilidade,

a funcio de distribuicdo acumulada de uma variavel aleatéria X é definida por:

Fx(z) = P(X <x), Vo € R. (3.4)

A funcdo de distribuicdo acumulada de X, no espaco de probabilidade (2, F,P), deve obedecer as seguintes

propriedades:

w lim, o Fix(z) =0 e lim, o Fx(z) = 1.

» F'x(z) é uma funcdo n3o decrescente de .

» Fx(x) é uma funcdo continua a direita, isto é, para cada nimero xg, lim, , ., Fx(z) = Fx(x).
Exemplo 3.4.1. Obtenha a funcdo de distribuicdo acumulada da funcdo densidade de probabilidade dada por

f(z) =2e 2 If0,00) ().

Definicdo 3.4.2. (Funcao de sobrevivéncia) Seja ({2, F,P) um espaco de probabilidade. A funcio de

sobrevivéncia de uma varidvel aleatéria X é definida por:

Sx(z) = P(X > ), Vz € R. (3.5)

Exemplo 3.4.2. Obtenha a funcio de sobrevivéncia da funcio densidade de probabilidade dada por

f(a:) =2e H[O,oo) (x)



3.5 Histograma

O histograma é uma forma simples e rapida de avaliarmos o comportamento da variavel em estudo e, assim,

realizar associacoes com distribuicoes de probabildades conhecidas.

O que, as vezes, ndo percebemos é que ao construir um histograma, estamos trabalhando com processo
de estimacdo, dado que esse grafico consiste em uma estimativa nao paramétrica de uma funcao

densidade.

Nesse sentido, ao utilizar um software para gerar esse grafico, ndo sabemos como funciona esse processo de

construcao. Nesta secao, vamos detalhar esse processo.

Podemos resumir a ideia geral da construcdo desse grafico em trés simples passos, conforme descrevemos

abaixo:
Passo 1: Dividir o intervalo dos dados em h classes;
Passo 2: Alocar cada observacdo em sua respectiva classe;

Passo 3: Calcular a proporcao da amostra contida em cada classe e dividir pelo produto entre a largura

da classe e o tamanho da amostra.

Essa proporcao, calculada no Gltimo passo, é representada pelas alturas das barras no histograma, que

consiste na estimativa nao paramétrica da funcao densidade de probabilidade.

De um modo mais geral, podemos definir o histograma como uma funcao f, representada da seguinte forma:

n

fa@) = 31— 7, h/2), (3.6)

nn =

sendo n 0 tamanho amostral, h a largura da classe, ~; o ponto central da classe da observacdo x; e I(-) a funcdo
indicadora do intervalo [—h/2, h/2].

Antes de contuarmos essa explicacdo, precisamos abrir um paranteses para apresentar uma confusdo muito
comum que ocorre em algumas analises que usam histograma. Para isso, observe os histogramas da Figura (3.2
construidos para uma amostra de 10 valores da varidvel aleatéria X, tais que X ~ N (0, 1), gerada no software

R de acordo com os comandos dados a seguir.

> x = rnorm(10,0,1)
> round(x,1)

(1] 0.5 0.9 -0.8 -0.2 -2.0 -1.7 1.5 -0.4 -0.6 0.7
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Figura 3.2: Histograma de frequancia e de densidade, respectivamente, construido para uma amostra de 10

valores da variavel aleatéria X, tal que X ~ N(0,1).

Na Figura (A), temos o histograma de frequéncias, que considera somente a proporcdo em relacdo ao
tamanho da classe, representada por h na expressdo f)(z). Esse ndo é o histograma que nos fornece a estimativa
da densidade. Ja na Figura (B), temos os histograma de interesse. Ele considera a propor¢do em relagdo ao

tamanho da classe e em relacdo ao tamanho da amostra, representada por h e n, respectivamente, na expressao

de fi().

Com esse problema de confundimento apresentado e entendido, vamos voltar ao estudo do histograma
como funcdo de estimacdo. Observe que o formato de histograma depende do niimero de classes que serdo
utilizadas na sua estimacdo. Vamos avaliar, portanto, dois histogramas construidos sobre o mesmo conjunto
de dados X (com n = 100), tais que X ~ A(0,1), mas com nimero de classes diferentes (h = 5 e h = 20,

respectivamente), com a inclusdo da curva da densidade conhecida em cada histograma.
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Figura 3.3: Histogramas construidos sobre o mesmo conjunto de dados X (com n = 100), tais que X ~ N (0, 1),

mas com ndmero de classes diferentes (b =5 e h = 20, respectivamente).

Note que na Figura (A), temos um ndmero menor de classes e, portanto, um comportamento sobresu-
avizado da curva. Ja na Figura (B), temos um ndmero maior de classes e, portanto, um comportamento
subsuavizado da curva.

Dessa forma, podemos observar importancia do pardmetro h na estimacdo da curva de probabilidade, dado
que para diferentes valores desse parametro, temos diferentes formatos de histogramas. A essa parametro damos
o nome de parametro de suavizacdo. Em regressao nao paramétrica, esse parametro é muito utilizado em
diversas abordagens e a compreensao do seu papel no contexto de histogramas é fundamental para o estudo
desse tipo de regressao.

Note como ficou mais simples, agora, entendermos o papel da ferramenta mais importante em regressao

ndo paramétrica (o chamado suavizador), conforme alertamos no inicio desse capitulo.

3.6 Distribuicoes de probabilidade mais comuns

3.6.1 Distribuicao Bernoulli

Definicao 3.6.1. (Distribuicdo Bernoulli) Dizemos que uma varidvel aleatéria segue uma distribuicdo
de Bernoulli de pardmetro p, X ~ Bernoulli(p), se ela asssume apenas os valores 0 ou 1. Sua funcdo

de probabilidade é dada por

PX=0)=p e P(X=1)=1-0p.

Exemplo 3.6.1. Considere uma caixa com R bolas, sendo a amarelas e b = R — a brancas. Considerando que



as bolas na caixa sdo idénticas e apresentam igual probabilidade de serem sorteadas, foram retiradas algumas
delas (com reposicdo) e o objetivo do estudo é avaliar o resultado da primeira extracdo, sendo o evento de

interesse definido pela variavel aleatdria

X : a primeira bola extraida é amarela.

Dessa forma, temos que:

1, a bola € amarela

Y

X —
0, a bola é branca.

Facilmente, podemos encontrar a probabilidade da primeira extracdo ser uma bola de cor amarela, que é

dada por:

R

3.6.2 Distribuicao Binomial

Definicao 3.6.2. (Distribuicdo Binomial) Dizemos que uma variavel aleatéria segue uma distribuicdo
de Binomial de pardmetros n e p, X ~ Binomial(n,p), quando ela representa o niimero de sucessos

obtidos com a realizacdo de n ensaios Bernoulli independentes. Sua funcdo de probabilidade é dada por

P(X = 1) = @pm P, £ =0,1,...,n. (3.7)

Exemplo 3.6.2. A probabilidade de um certo componente elétrico estar em condicées operacionais satisfatorias

€ de 0,85. Em uma amostra de cinco componentes, calcula a probabilidade de se encontrar zero itens defeituosos.

Solucao a cargo do leitor.

3.6.3 Distribuicao Poisson

Definicdo 3.6.3. (Distribuicdo Poisson) Dizemos que uma varidvel aleatdria segue uma distribuicio
de Poisson de pardmetro \, X ~ Poisson(\), se sua funcdo de probabilidade é dada por
e A\F

P(X =)= —7, k=0,1,.... (3.8)




Exemplo 3.6.3. O numero de telefonemas que chegam a uma unidade de atendimento é modelado por um
modelo de poisson com taxa de 2 ligacbes por minuto. Para uma minuto qualquer, calcule a probabilidade de
ocorrer pelo menos uma ligacao.

Solucao a cargo do leitor.

3.6.4 Distribuicao Uniforme

Definicao 3.6.4. (Distribuicdo Uniforme) Dizemos que uma variavel aleatdria segue uma distribuicdo

uniforme no intervalo [a,b], X ~ Ula,b], se sua fun¢do densidade de probabilidade é dada por:

flz) = , a <z <b, (3.9)

com a e b parametros reais, sendo a < b.

Vale ressaltar que a distribuicao uniforme também é conhecida como distribuicdo retangular. Além disso,
Se a =0 e b=1 temos a chamada distribuicao uniforme padr3o.

A distribuicdo uniforme no intervalo [0,1] é usada para simulacdo de amostras aleatérias de uma determinada
variavel aleatéria continua X. Ela é usada como modelo probabilistico em situacdes nas quais temos certeza que
intervalos reais de mesmo comprimento tenham a mesma chance de ocorrer, isto é, P(z€la,b]) = P(z€[c, d)),

desde que b —a =d — c.

3.6.5 Distribuicao Exponencial

A distribuicao exponencial tem grande atuacdo na modelagem de problemas que descrevem tempos de vida,
seja de individuos, produtos ou objetos. Funciona de modo andlogo ao uso da distribuicdo geométrica no caso

discreto.

Definicao 3.6.5. (Distribuicdo Exponencial) Dizemos que uma variavel aleatdria segue uma distri-
buicdo exponencial de pardmetro A, X ~ exp()\), se sua funcio densidade de probabilidade é dada

por:

f(@) =X, Lgo0) (). (3.10)

Uma das mais importantes leis de falhas é aquela cuja duraciao até falhar é descrita pela distribuicao
exponencial. Podemos caracteriza-la de muitas maneiras, mas, provavelmente, a maneira mais simples é supor

que a taxa de falhas é constante, isto é:

At) = Sr = A (3.11)

Definicao 3.6.6. Seja T, a duracdo até falhar, uma varidvel aleatéria continua, que tome todos os valores ndo

negativos. Entdo. T tera uma distribuicdo exponencial se, e somente se, tiver uma taxa de falhas constante.



A propriedade que afirma que a distribuicdo exponencial ndo tem meméria funciona no seguinte sentido:
suponha que X represente o tempo de vida de algum componente. Suponha também que o componente tenha
sobrevivido a 'a’ unidades de tempo de operacdo. Assim a probabilidade que o componente sobreviva a mais 'b’
unidades de tempo operacao sera a mesma que o componente tenha sobrevivido anteriormente a 'b’ unidades de

tempo de operacdo. Simplesmente, a informacdo adicional é esquecida. Abaixo temos a prova dessa propriedade.
P(x >a+blx>a)=P(x>0b) (3.12)

Prova:

Pz >a+bNz > a)
r>a
Pz >a+0)
r>a
S(a+0b)
S(a)

—X(a+b)

Plx >a+blz>a) =

e
67)\11
efz\aef)\b

Suponha que a falha em um equipamento tenha ocorrido devido a algum fator aleatério. Seja X; a variavel
que representa o numero de tais perturbacdes ocorridas em um determinado intervalo de tempo t, com X; > 0,
entdo podemos admitir que tal situac3do se trata de um Processo de Poisson. Quer dizer, para qualquer t fixado
a variavel aleatéria X; tem distribuicado de Poisson com parametro at. Sendo T a duracdo até falhar, entdo
T > t ocorre se, e somente se, ndo ocorrer perturbacdo entre [0,t]. Issoacontecera se, e somente se, X; = 0.
Por isso

Ft)=1-P(X;=0)=1—¢"

Encontramos, portanto, que a "causa"da taxa de falhas acima envolve uma lei de falhas exponencial.

Comentario: Podemos generalizar o caso acima se desejarmos que a pertubarcdo ocorra com determinada
probabilidade. Agora, T' > t se, e somente se, durante [0,t] nenhuma perturbacdo ocorra, ou uma perturbacdo
ocorra e nao resulte em falha, ou duas perturbacdes ocorram e ndo resultem em falha, e assim por diante, de

modo que possamos contar o nimero de pertubacoes e que tenhamos a probalidade disso acontecer, temos

—at
Ft) = 1- e_o‘t—I—(ozt)e_atp+(ozt)2€7p2+...

- 11— e—a(l—P)t

Note que quando o valor do parametro b é igual a 1, a distribuicio Weibull se reduz a distribuicao exponencial

de parametro a.



3.6.6 Distribuicao Normal

Definicao 3.6.7. (Distribuicao Normal) Dizemos que uma variavel aleatdria segue uma distribuicdo
Normal (ou gaussiana) de pardmetros i e 0%, X ~ N(u,0?), se sua funcdo densidade de probabilidade
é dada por:

(z — p)?

1 A —
exp 202 T(_ooo0)(T). (3.13)

fz) = s

Exemplo 3.6.4. A concentracdo (em ppm, particula por milhdo) de um poluente em agua liberada por uma
fabrica tem distribuicdo N(8;1,5). Qual a probabilidade de que num dado dia a concentracdo do poluente

exceda o limite regulatério de 9 ppm?

Solucao a cargo do leitor.

3.6.7 Distribuicao Gama

Definicdo 3.6.8. (Distribuicio Gama) Dizemos que uma variavel aleatéria segue uma distribuicdo
Gama de pardmetros f > 0 e A > 0, X ~ Gama(f,\), se sua funcdo densidade de probabilidade é da

forma:
f(z) = ==z le™ (3.14)

A distribuicdo exponencial € um caso particular da distribuicdo Gama. Isso ocorre quando a funcao densidade
de probabilidade apresentada tem o parametro b = 1. Nesse caso, a densidade se reduz a distribuicdo exponencial
de pardametro A. Além disso, se o pardametro (3 for inteiro positivo, a distribuicdo gama é chamada de distribuicdo
de Earlang. O parametro [3 passara entdo a ser denotado po k, sendo k inteiro.

Quando A = 1/2 e 8 = k/2, sendo k inteiro e positivo, a distribuicdo gama se reduz a uma distribuicdo
qui-quadrado com k graus de liberdade (veremos a frente o estudo detalhado de tal distribuicdo).

Um resultado muito utilizado nos célculos de algumas integrais pode ser obtido a partir da chamada a funcao

gama, que é dada por:

00 r
/0 x,ﬁflef)\xdl, — )(\§>

3.6.8 Distribuicdao qui-quadrado

A distribuicdo qui-quadrado é uma das distribuices mais utilizadas em estatistica inferencial. Ele é utilizada

nos chamados testes qui-quadrado para aderéncia, homogeneidade e indepedéncia.



Definicao 3.6.9. (Distribuicdo qui-quadrado) Dizemos que uma variavel aleatéria segue uma distri-
buicdo qui-quadrado com v graus de liberdade, X ~ x?(v), se sua funcio densidade de probabilidade é

dada por

1 2
- = n/2-1,-a%/2
f(l‘) 2n/2r(n/2)x € >

comz >0,n>0el(w)= [z e ™ comw > 0.

O conceito de graus de liberdade pode ser interpretado como o nimero de valores, de um conjunto de
dados qualquer, que podem variar apds terem sido impostas certas restricGes a esses valores. Para um melhor
entendimento, considere que 10 maquinas produzem 100 litros de mel por dia, gerando uma producao diéria
total de 1000 litros (essa é a restricdo). Dessa forma, o conhecimento da producdo de 9 maquinas permite saber
a producdo da décima, pois as 9 producoes podem ser escolhidas aleatoriamente, mas a décima deve obedecer
a restricdo. Portanto, nesse caso, temos 10 — 1 = 9 graus de liberdade.

Vale resslatar que a soma de n variaveis aleatérias com distribuicido normal padrdo ao quadrado resulta em
uma distribuicdo qui-quadrado com n graus de liberdade. Ou seja, se Z ~ N(0,1), entdo X = 3" 72 =
X2 (n).

A média e a variancia de uma variavel aleatéria X com distribuicao qui-quadrado com n graus de liberdade

sao dadas por:

E(X)=n e Var(X)=2n.

3.6.9 Distribuicao t de Student

A distribuicao t de Student, assim como a qui-quadrado, é uma das distribuicdes mais utilizadas em estatistica

inferencial. Ele é utilizada nos chamados testes t para comparacdo de médias, dentres outros.

Definicao 3.6.10. (Distribuicdo t de Student) Dizemos que uma varidvel aleatdria segue uma dis-

tribuicdo t de Student com n graus de liberdade, X ~ t(n), se sua fun¢do densidade de probabilidade é

v+1 (v+1
ey )

comz>0,n>0el(w) =[x te™® comw > 0.

dada por

Y

O nome dessa distribuicao faz referéncia ao seu autor, que se chamava Student. O fato curioso é que
Student é o pseuddnimo de William Sealy Gosset, ja que William n3o podia usar seu nome verdadeiro para

publicar trabalhos enquanto trabalhasse para a cervejaria Guinness.



3.6.10 Distribuicao F de Snedecor

A distribuicdo F de Snedecor, assim como as distribuicdes t de Student e qui-quadrado, é uma das distri-
buicdes mais utilizadas em estatistica inferencial. Ele é utilizada nos chamados testes t para comparacdo de

médias, dentres outros.

Definicao 3.6.11. (Distribuicio F de Snedecor) Dizemos que uma varidvel aleatéria segue uma

distribuicio F de Snedecor de pardmetros m en, X ~ F(m,n), se sua funcdo densidade de probabilidade

é da forma:
_ D) myE go1
! @)_H%m%)(n) (14 m20) Toco)(@)- (3.15)

A média e a variancia de uma variavel aleatéria X com distribuicdo F de Snedecor de pardmetros m e n
sao dadas por:

n 2n%(m +n — 2)

E(X) = n>2 e Var(X):m(n—2)2(n—4) n > 4.

3.7 Momentos

Os momentos de uma variavel aleatéria sao importantes para caracterizar distribuicGes de probabilidade.
Como veremos mais adiante, a distribuicdo normal (ou gaussiana), por exemplo, é caracterizada apenas pelo
seu momento de ordem 1 e pelo seu momento central de ordem 2, que representam a média (medida de
tendéncia central) e a variancia (medida de dispers3o), respectivamente.

Nas proximas duas subsecdes, apresentamos a definicdo do momento de ordem k e do momento centrado

de ordem k de uma variavel aleatéria X.

3.7.1 Momento de ordem k

Definicao 3.7.1. (Momento de ordem k de uma variavel aleatéria) O momento de ordem k de

uma variavel aleatéria X é dado por
e = E(X"), (3.16)

se E(|X™]) < 0.

Dessa forma, se X for uma varidvel aleatéria discreta, entdo teremos seu momento de ordem k sendo

calculado como

e = EXF) =Y 2" P(X =), (3.17)

com A representando o suporte de X. E se X for uma varidvel aleatéria continua, entdo teremos seu momento



de ordem k sendo calculado como:
o= E(XH) = [ 2 fx(@), (3.18)

com A representando o suporte de X.

Exemplo 3.7.1. Se X ~ U(a,b) entio:

b 1 1 b pEHL _ gkt
El* :/ F gy — / by = &
= L = T L T T e

Define-se a média de uma variavel aleatéria X, ou valor esperado de uma variavel aleatéria, como o momento

de ordem 1. Apresentamos isso de uma maneira formal a a seguir.

Definicao 3.7.2. (Valor esperado de uma variavel aleatéria) O valor esperado de uma variavel

aleatoria X é dado por

u=E(X). (3.19)

3.7.2 Momento centrado de ordem k

Definicao 3.7.3. (Momento centrado de ordem k de uma variavel aleatéria) O momento de

ordem k de uma variavel aleatéria X é dado por

i = E((X - p)"). (3.20)

Dessa forma, se X for uma varidvel aleatéria discreta, ent3o teremos seu momento central de ordem & sendo

calculado como
e =E(X —p)h) = (z — )" PX =), (3.21)

com A representando o suporte de X. E se X for uma variavel aleatéria continua, entdo teremos seu momento

central de ordem k sendo calculado como:
o =E(X =) = [ (2= 0 fx(@), (3:22)

com A representando o suporte de X.



Exemplo 3.7.2. Se X ~ Bin(n,p) entdo:

a, = El(z—p)]

|~
<

(=1
- A" Z :

A
0 L
€ o seu respectivo momento centrado de ordem k.

Define-se a variancia de uma variavel aleatéria X como o momento central de ordem 2. Apresentamos isso

de uma maneira formal a a seguir.

Definicdo 3.7.4. (Varidncia de uma variavel aleatdria) Sendo ;1. < oo, a varidncia de uma varidvel

aleatéria X é dada por

ay = 0? =E((X — p)?). (3.23)

Da mesma forma, define-se o coeficiente de assimetria de uma variavel aleatéria X como o momento central

de ordem 3. Apresentamos isso de uma maneira formal a a seguir.

~

Definicao 3.7.5. (Coeficiente de assimetria) Sendo ;1 < oo, o coeficiente de assimetria de uma

variavel aleatdria X é dada por

as =E((X — p)*). (3.24)

Para cada valor do coeficnente de assimetria, temos uma interpretacdo possivel, que segue os pontos abaixo:
» Se a3 < 0, entdo a distribuicdo é assimétrica negativa;

» Se a3 = 0, ent3do a distribuicdo é simétrica;

» Se a3 > 0, entdo a distribuicdo é assimétrica positiva.

E, ainda, define-se o coeficiente de curtose de uma variavel aleatéria X como o momento central de ordem

4. Apresentamos isso de uma maneira formal a a seguir.

Definicao 3.7.6. (Coeficiente de curtose) Sendo ;1 < oo, o coeficiente de curtose de uma varidvel

aleatoria X é dada por

g = E((X — p)?). (3.25)

Para cada valor do coeficnente de curtose, temos uma interpretacdo possivel, que segue os pontos abaixo:



= Se ay < 3, entdo a distribuicdo é platicirtica (a distribuicdo é mais achatada que a distribuicdo normal);

» Se ayy = 3, ent3o a distribuicdo é mesociirtica (a distribuicio tem o mesmo achatamento que a distribuicdo

normal);

» Se ay > 3, entdo a distribuicdo é leptociirtica (a distribuicio em questdo é mais alta, ou afunilada, e con-
centrada que a distribuicdo normal, apresentando caudas pesadas, o que significa dizer que é relativamente

facil obter valores que n3o se aproximam da média a varios miltiplos do desvio padréo).

3.8 Funcoes auxiliares

3.8.1 Funcao geradora de momentos

A funcao geradora de momentos de uma variavel aleatéria, como o préprio nome ja induz, é uma funcdo
cuja derivacdo permite a obtecdo dos momentos dessa varidvel. Podemos caracteriza-la, ainda, como a digital

de uma variavel aleatéria, dado que que ela determina completamente a distribuicao de probabilidades.

Definicdo 3.8.1. (Funcédo geradora de momentos) A funcio geradora de momentos de uma variavel

aleatéria X é dada por

M,(t) = E(e"¥), (3.26)

desde que a esperanca seja finita para t real em algum intervalo ty <t < t,, com ty > 0.

Dessa forma, podemos usar a r-ésima derivada da expressdo (|3.26]) e aplicar no ponto ¢t = 0 para obtero

r-ésimo momento da respectiva variavel.

Definicao 3.8.2. Seja X uma varidvel aleatéria com funcdo geradora de momentos Mx(t), entdo o

r-ésimo momento da variavel aleatéria X é obtido a partir de:

& M, (t)
/ —_—
:ur — dtr )

aplicado no pontot = 0.

A esperanca matematica de uma variavel aleatéria, por exemplo, pode ser obtida derivando uma vez a funcao
geradora de momentos e aplicando a funcdo no ponto ¢t = 0.

Dois pontos importantes precisam ser levantados quando falamos dessa funcdo: (i.) a funcdo geradora
de uma soma de variaveis aleatérias independentes é o produto das funcdes geradoras de cada componenteda
soma; e (iv.) a convergéncia ordinaria de uma sequéncia de funcdes geradoras corresponde a convergénciadas

correspondentes distribuicoes.

Exemplo 3.8.1. Vamos encontrar a funcdo geradora de momentos da varidvel aleatéria X com distribuicdo
Bin(n,p), de acordo com a definicdo apresentada anteriomente.

Solucao:



Jd vimos que se X ~ Bin(n,p), entdo sua funcdo de probabilidade é dada por

P(X =)= (Z)pm e,

Dessa forma, temos:

n

Mx(t) = ZoemP(X:x)

= S

= %(Z) (pe')" (1 —p)"*
— e+ a-p)

3.8.2 Funcao caracteristica

A funcao geradora de momentos é uma ferramenta Gtil dado que que ela determina completamente a
distribuicdo de probabilidades. Entretanto, a integral que define essa funcao pode nem sempre ser finita.

A partir disso, define-se uma nova transformada que, diferentemente da funcao geradora de momento, tem
a vantagem de sempre existir. Embora apresente essa vantagem, as funcdes caracteristicas sdo um pouco mais

complicadas, dado que envolvem nimeros complexos.

Definicao 3.8.3. (Funcéo caracteristica) A funcdo caracteristica de uma variavel aleatéria X é dada

por
bz (t) = E(e"™) = E(cos(tX)) + iE(sen(tX)) (3.27)

parat e Rei=+—1.

3.9 Exercicios
1. (Magalh3es, 2006) Obtenha o valor da constante ¢, de modo que a funcdo
p(z) = c(z —2)%, x=3,4,5,6,
seja uma funcdo de probabilidade de alguma variavel aleatéria discreta.

2. Obtenha o valor da constante ¢, de modo que a funcdo
f(z) = ce™ Tjpoo)(2)

seja uma funcdo densidade de probabilidade de alguma varidvel aleatéria continua.



. Obtenha a funcdo de distribuicido acumulada da funcdo densidade de probabilidade dada por
f(.CE) = 26_296 H[O,oo) (1’)
. Obtenha a func3do de sobrevivéncia da funcdo densidade de probabilidade dada por

f(z) =2e 2 If0,00) ().

. A probabilidade de um certo componente elétrico estar em condicOes operacionais satisfatériasé de 0,85.

Em uma amostra de cinco componentes, calcula a probabilidade de se encontrar zero itens defeituosos.

. O nlmero de telefonemas que chegam a uma unidade de atendimento é modelado por ummodelo de
poisson com taxa de 2 ligacGes por minuto. Para uma minuto qualquer, calcule a probabilidade deocorrer

pelo menos uma ligacao.

. A concentracdo (em ppm, particula por milhdo) de um poluente em 4gua liberada por uma fabrica tem
distribuicdo A (8;1,5). Qual a probabilidade de que num dado dia a concentracdo do poluente exceda o

limite regulatério de 9 ppm?

. Mostre, para cada caso a seguir, que a funcao de probabilidade ou funcdo de probabilidade da variavel
aleatéria X é legitima (somatdria ou integral é igual a 1).

a. X ~ Bin(n,p)

b. X ~ U(a,b)

c. X ~exp(N)

d. X~N(u,0?)

e. X ~ Weibull(a,b)

f. X ~ Gama(\, B)

g. X ~ Beta(a,b)

. Encontre a funcdo de distribuicdo acumulada da varidvel aleatéria X, tal que:
a. X ~ Bin(n,p)

b. X ~ U(a,b)

c. X ~exp(N)

d. X~N(u,0?)

e. X ~ Weibull(a,b)

f. X ~ Gama(\, B)

g. X ~ Beta(a,b)



10. Encontre o g-ésimo quantil variavel aleatéria X, tal que:
a. X ~ Bin(n,p)
b. X ~ U(a,b)
c. X ~exp(N)

o

. X~N(p,0?)

e. X ~ Weibull(a,b)
f. X ~ Gama(\, B)
g. X ~ Beta(a,b)

11. Encontre a moda variavel aleatéria X, tal que:
a. X ~ Bin(n,p)
b. X ~ Uf(a,b)
c. X ~exp(N)
d. X~N(u,0?)
e. X ~ Weibull(a,b)
f. X ~ Gama(\, B)
g. X ~ Beta(a,b)

12. Encontre a funcdo de sobrevivéncia da varidvel aleatéria X, tal que:
a. X ~ Bin(n,p)
b. X ~ U(a,b)
c. X ~exp(A)

o

. X~N(p,0?)

e. X ~ Weibull(a,b)
f. X ~ Gama(\, B)
g. X ~ Beta(a,b)

13. Encontre o momento de ordem k da variavel aleatéria X, tal que:
a. X ~ Bin(n,p)
b. X ~ Uf(a,b)
c. X ~exp(N)
d. X~N(u,0?)
e. X ~ Weibull(a,b)



14.

15.

16.

17.

f. X ~ Gama(\, B)
Com esse resultado é possivel encontrar média e varidncia dessa distribuicdo (a cargo do leitor).

g. X ~ Beta(a,b)

Encontre o momento central de ordem k da variavel aleatéria X, tal que:
a. X ~ Bin(n,p)

b. X ~ U(a,b)

c. X ~exp(N)

d. X~N(u,0?)

e. X ~ Weibull(a,b)

f. X ~ Gama(\, B)

g. X ~ Beta(a,b)

Encontre o coeficiente de assimetria (interprete seu resultado) da variavel aleatéria X, tal que:
a. X ~ Bin(n,p)

b. X ~ U(a,b)

c. X ~exp(A)

o

. X~N(p,0?)

e. X ~ Weibull(a,b)
f. X ~ Gama(\, B)
g. X ~ Beta(a,b)

Encontre o coeficiente de curtose (interprete seu resultado) da variavel aleatéria X, tal que:
a. X ~ Bin(n,p)

b. X ~ U(a,b)

c. X ~exp(N)

d. X~N(u,0?)

e. X ~ Weibull(a,b)

f. X ~ Gama(\, B)

g. X ~ Beta(a,b)

Encontre a fun¢do geradora de momentos de X, tal que:
a. X ~ Bin(n,p)

b. X ~ U(a,b)



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

c. X ~exp(A)

d. X~N(u,0?)

e. X ~ Weibull(a,b)

f. X ~ Gama(\, B)

g. X ~ Beta(a,b)

Encontre a funcdo caracteristica de X, tal que:

a. X ~ Bin(n,p)

b. X ~ U(a,b)

c. X ~exp(A)

d. X~N(u,o?).

e. X ~ Weibull(a,b)

f. X ~ Gama(\, B)

g. X ~ Beta(a,b)

Se X~N(p,0?), entdo qual a distribuicio de Z = %?
Se Z~N(0,1), entdo qual a distribuicdo de X = p+ 027
Se Z~N(0,1), entdo qual a distribuicdo de W = Z*?

Se X ~ Ufa,b), entdo qual a distribuicdo de Y = F(z)?
Se X ~ U(a,b), entdo entdo qual a distribuicdio de Y ==a + (b —a)Y?

Se X~Weibull(a,b), entdo qual a distribuicdo de Y = az"?

Se X~Beta(a,b), entdo qual a distribuicdo de Y =1 — X7?






CAPITULO 4

Conceitos basicos em Inferéncia Estatistica

4.1 Populacao e amostra

As duas principais definicGes basicas em Inferéncia Estatistica sao as de populacdo e amostra. Esses sao os

dois conceitos que s3o repetidos inlimeras vezes nesse material e que sdo explanados a seguir.

Definicao 4.1.1. (Populacado) O conjunto de valores de uma caracteristica (observédvel) associada a

uma colecdo de individuos ou objetos de interesse é dito ser uma populacio.

Definicdo 4.1.2. (Amostra) O conjunto de valores de uma caracteristica (observavel) associada a uma

colecdo de individuos ou objetos de interesse é dito ser uma populacio.

4.2 Amostra aleatoria

Dentro do conceito de amostra, nés podemos ter diferentes métodos de amostragem. O mais utilizado

dentro da Inferéncia é o conceito de Amostra Aleatéria Simples, que estd explanado a seguir.

Definicao 4.2.1. (Amostra Aleatdria Simples) Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo de
probabilidade ou funcdo densidade de probabilidade f(x;0). Sejam X, Xs, ..., X,, varidveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas (tém a mesma distribuicdo), indicando n retiradas de uma

populacdo P. Entdo, Xy, Xs, ..., X,, é uma amostra aleatdria simples de P.

Com a amostra aleatéria simples definida, nés podemos assumir que sucessivas coletas desse tipo de amos-

tragem gera o que chamamos de distribuicao amostral. Veja a seguir a definicdo desse conceito.
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Definicao 4.2.2. (Distribuicao da amostra) Seja X, X, ..., X,, uma amostra aleatéria de uma varidvel
aleatéria com distribuicdo f(x;;0). A distribuicio da respectiva amostra é a distribuicio conjunta de
X1, Xo, ..., X,, dada por:

fX17X2,---,Xn("E17 T2, .. xn) - fX1 (Il; e)fX2 ('1;2; H)an<xnv ‘9)
= Hin(l'i;H)-
=1

A essa distribuicdo conjunta da-se o nome de funcao de verossimilhanca.

E, portanto, a partir da amostra X1, X, ..., X,, que conseguimos obter informac3o sobre o pardmetro 6 de

interesse. Mas como ainda n3o sabemos o que é um parametro, vamos explicar na préxima subsecao.

4.3 Parametro e espaco paramétrico

Definicdo 4.3.1. (Parametro) Sio caracteristicas quantitativas da populacio em estudo, que podem

estar presentes em modelos probabilisticos. Em geral sdo desconhecidos e tém-se o objetivo de estima-los.

Vale ressaltar que o parametro existe, mesmo que nao se tenha um modelo para os dados. A seguir, definimos

o intervalo de valores que esse parametro pode assumir.

Definicdo 4.3.2. (Espaco Paramétrico) Seja X, X,, ..., X,, uma amostra aleatéria de uma varivel
aleatéria com distribuicdo f(x;;6), em que 6 é o pardmetro associado a distribuicdo. O intervalo © de

valores possiveis para 6 é chamado espaco paramétrico.

Para que seja possivel coletar alguma informacdo sobre o pardmetro de uma populacdo, precisamos ter
informacdes sobre a amostra a partir de uma estatistica e de um estimador. Na subsecdo a seguir apresentamos

a definicdo de estimador.

4.4 Estatisticas e estimadores

Outras duas definicGes importantes relacionadas aos conceitos iniciais em Inferéncia sdo as de estatistica e
estimador. Essas duas definicGes estao intimamente relacionadas, mas diferem entre si, conforme apresentamos

abaixo.

Definicao 4.4.1. (Estatistica) E qualquer funcio de uma amostra aleatéria que ndo depende do pars-

metro. A média, a mediana, o minimo e o maximo, por exemplo, sdo exemplos de estatisticas.

Sendo a estatistica uma funcdo da amostra, entdo € interessante que possamos usar uma estatistica para

encontrar um estimador para o parametro de interesse. Vamos entender, portanto, a definicao do estimador.



Definicao 4.4.2. (Estimador) E qualquer estatistica utilizada com objetivo de estimar o pardmetro. A

estatistica que assuma qualquer valor em © é uma estimador para 6.

A seguir, vamos apresentar algumas propriedades importantes tantos das estatistica quanto dos estimadores.

4.5 Estimadores e suas particularidades

4.5.1 Estimador nao viciado

Encontrar um estimador razoavel para o pardmetro desconhecido 6, ou para uma funcdo g(6), é um dos
grandes problemas da inferéncia. Um procedimento utilizado para avaliar um estimador, a qual daremos mais
detalhes somente no capitulo sobre estimacao pontual, especidicamente na secdo sobre avaliacao de estimadores
pontuais, é o chamado Erro Quadratico Médio (EQM). A seguir apresentamos a definicdo do EQM (outros

detalhes ser3o discutidos na sec3o citada anteriormente).

Definicao 4.5.1. Seja X1, X, ..., X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da variavel aleatéria com
distribuicdo f(x;|0). Seja T'(X1, Xs, ..., X,,) um estimador para o parametro 6. O Erro Quadratico Médio
(EQM) de 0 é dado por

~

EQM(0) = E[6—0)%.

-~ ~ -~ -~

Desenvolvendo a expressdo dada anteriormente, temos que EQM(A) = Var(d) — B?*(0), sendo B(0) =
E(6) — 0 o vicio do estimador. Dessa forma, dizemos que um estimador é n3o viciado, se B(f) = 0, para todo
0 € ©, ou seja, se E(é) =0.

Além disso, caso lim,,— B(@) = 0, dizemos que o estimador ¢ assintoticamente nao viciado, ou seja, a

medida que o tamanho da amostra aumenta, o vicio do estimador tende a zero e, consequentemente, £(6) = 0.

O EQM de um estimador n3o viciado, ou assintoticamente n3o viciado, reduz-se a sua variancia, ou seja,

-~ ~

EQM(#) = Var(6).
Conforme citamos no inicio dessa subsecdo, daremos uma explicagdo mais ampla sobre o Erro Quadratico

Médio no capitulo sobre estimacdo pontual, no qual apresentaremos, também, outros métodos de avaliacao de

estimadores.

4.5.2 Estimador eficiente

O estimador eficiente é aquele que atinge o limite inferior da variancia dos estimadores nao viciados.

Formalmente, temos:



Definicao 4.5.2. (Eficiéncia de um estimador) A eficiéncia de um estimador 5, do pardmetro 0, é

dado pelo quociente

~ LI(6
e(f) = ( 2 : (4.1)
Var(0)
1
no qual LI(0) = - Sob certas condicées de regularidade |7, é o limite inferior da
Jlog f(X10)
nlk 50

varidncia dos estimadores ndo viciados de 6.

20 suporte A(z) = {x, f(x > 0)} deve ser independente de 0 e a troca das ordens de derivacdo e integracdo, sob a

distribuicao da variavel aleatéria X, deve ser possivel.

-~

Atente-se que quando o quociente ¢(f) é igual a um, a variancia do estimador coincide com o limite
inferior da variancia dos estimadores nao viciados do parametro e, portanto, o estimador é eficiente

(essa é a ideial). Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 4.5.1. Vamos verificar se o estimador X, obtido a partir de uma amostra de distribuicio normal, é

eficiente. Para isso, considere que X, Xo, ..., X,, é uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X ~ N (u1,0?)

com o conhecido. Dessa forma, temos que

2
g |(Qlsf(XIW\"| _ 1
o o2’
o? - < o’
Assim, LI(p) = —. Se considerarmos o estimador X como estimador para ji, temos que Var(X) = — e,
n o __ _ n
consequentemente, e(X) = 1, ou seja, X € eficiente para . °
01 X
Ressalta-se ainda, pelo Exemplo4.5.1, que E ogg(m) = 0. Esse resultado (substiuindo o pardmetro
1

p por um @ genérico) vale, em geral, quando valem as condicGes de regularidade.
A seguir definimos duas quantidades muito importantes no estudo de inferéncia: Funcao escore e Infor-

macao de Fisher.

Definicao 4.5.3. (Funcéo escore) A quantidade

dlog f(X]0)
0

é chamada de funcao escore.

No qual, conforme ja citado, sob as condicGes de regularidade, tém-se que

dlog f(X10)|
) o

ou seja, o valor esperado da funcdo escore é sempre igual a zero.



Definicao 4.5.4. (Informacao de Fisher) A quantidade

Ip(0) =E (_a logge(X\G))Ql :

é denominada informacdo de Fisher de 6.

A partir da Definicdo e utilizando o fato de que Var(X) = E(X?) — E*(X) e E(X) = 0, temos que

810gf(X\9)].

IF(G):Var[ 50

A seguir apresentamos duas propriedades importantes. A primeira estabelece que

<8log§6()X\9)>2] g Ka? 10%59()(;9))]

E a segunda estabelece que a informac3o total de Fisher de 6 correspondente a amostra X, Xs, ..., X,, —da

E

varidvel aleatéria X com f.d.p. (ou f.p.) f(x|@) e informac3o de Fisher I1-(6) — observada é soma da informacio
de Fisher das n observacdes da amostra, que denotamos por nlp(f). Isso ocorre, pois X;, parai = 1,2,...,n,

tém a mesma informacdo que X.

Teorema 4.5.1. (Desigualdade de Cramer-Rao) Quando as condicdes de regularidade esto satisfei-
tas, a variancia de qualquer estimador n3o viciado de 0 satisfaz a desigualdade
Var(d) > ! -
. (alog f(X|9>> ]
00
. 1
- g [82 log f(x;Q)]
0%0
< 1
— nlp(0)

Em muitos textos sobre o tema, o leitor pode encontrar Desigualdade da Informacao ao invés de Desi-

gualdade de Cramer-Rao. Para ilustrar o Teorema [4.5.1], apresentamos o exemplo seguinte.

Exemplo 4.5.2. Seja X, ..., X,, uma amostra aleatéria de uma distribuicdo uniforme no intervalo [0, 6]. Neste

caso, temos que a funcdo densidade de probabilidade f(x|0) é dada por

el =3 Toa@.

Ent3o, temos que

S og(f(216) = [~ loa(®)] =~



De forma que

0 2\ 1
E <8910g f(X|9)> =5

Assim, considerando 0 um estimador para 0, segue da Desigualdade de Cramer-Rao, que

-~

Var(0) >

S

Para verificarmos a desigualdade, considere o estimador =X (n)- Temos que

n
n+1

E(Xw)) = 0.

Assim, se fizermos W = ”T“X (n), concluimos que W é ndo viciado para ¢ e

1
= p?
n(n + 2)

Agora sim, podemos comparar com a desigualdade, ja que temos um estimador ndo viciado. Porém, note

Var(w) =

que a Desigualdade de Cramér-Rao ndo é obedecida neste caso. Isso se justifica pelo fato do Teorema|4.5.1
valer sob as condicbes de regularidades satisfeitas, situacdo que ndo ocorre nesse caso, ja que o suporte da
distribuicdo depende do pardmetro de interesse.
Se considerarmos, entretanto, X1, Xs, ..., X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da variavel aleatéria
X ~ Poisson(), com funcdo de probabilidade dada por
e 96*

z!

f(=]0) =

Y

entdol) = X, por exemplo, é um estimador n3o viciado para 0 e eficiente, valendo a desigualdade de Cramer-Rao,

pois o suporte da distribuicdo ndo depende do pardmetro. °

Avaliamos, nesse ultimo tépico, o estudo sobre a eficiéncia de um estimador. Continuamos o estudo, mas
agora para verificar sua otimalidade. Para ser 6timo, segundo o critério do menor EQM, o estimador deve ser

funcao de uma Estatistica Suficiente. A seguir, apresentamos tal a definicdo para essa estatistica.

4.5.3 Estimador consistente

Os métodos de estimacao de méaxima verossimilhanca e o de método dos momentos produzem, em geral,
estimadores consistentes, ou seja, a medida que o tamanho da amostra aumenta, os estimadores ficam t3o

préximos do parametro que esta sendo estimado quanto desejado.

Definicao 4.5.5. Seja X1, X, ..., X,, uma amostra aleatéria de tamanho n de uma varidvel aleatéria
com distribuicio f(x;;0). Seja 6 = T(X1, Xo, ..., X;,) um estimador do pardmetro 6. Entao, 0 sera
consistente se:

lim P(|6 — 0]) = 0.

n—oo




Ou seja, a medida que o tamanho da amostra é aumentado, a diferenca entre o estimador e o pardmetro é

zero. Dessa forma, para n grande, teremos:
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Observe que consisténcia esta realacionada ao conceito de convergéncia em probabilidade.

4.6 Exercicios

1. (Bolfarine and Sandoval, 2001)) Sejam X3, X5, , X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicdo

da variavel aleatéria X com f.d.p. dada por:
f(z|) = e @9, x>0, 6> 0.
a. Especifique o espaco paramétrico e o suporte associado a distribuicdo de X.

b. Verifique se §1 =Xe GAQ = X(1) sdo estimadores ndo viciados para 0.

c. Encontre e compare os EQM dos dois estimadores. Faca um grafico como funcao de 6.

2. Seja X1, Xy, -+, X,, uma amostra aleatéria de uma populacdo com distribuicdo normal N (u, 0%). Mostre
1 & —
que o estimador s = . > (X; — X)? é viesado para o.
=1

3. (Bolfarine and Sandoval, 2001)) Sejam X, X5, , X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicdo

da variavel aleatéria X com f.d.p. dada por:

2z

0<zxz<d, 6 > 0.

a. Especifique o espaco paramétrico e o suporte associado a distribuicdo de X.
b. Verifique se 51 =Xe GAQ = X(») sdo estimadores n3o viciados para 6.

c. Encontre e compare os EQM dos dois estimadores. Faca um grafico como funcao de 6.

4. (Bolfarine and Sandoval, 2001) Sejam X, X3, , X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicdo

de um variavel aleatéria X ~ U(0,0). Considere os estimadores GAI =c X e GAQ = X(n).

a. Encontre ¢; e ¢y que tornam os estimadores nao viciados.

b. Encontre e compare os EQM dos dois estimadores.

5. (Bolfarine and Sandoval, 2001)) Sejam X, X5, , X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicdo

da variavel aleatéria X ~ N(0,0?). Seja S? = 3 ; X2. Considere o estimador

~2 a2
o. =cS”.



a. Encontre o EQM do estimador acima.

b. Encontre o valor de c que minimiza o EQM em (i).



CAPITULO 5

Métodos de estimacao

5.1 Meétodo dos momentos

O método de estimacdo basedo nos momentos da varidvel aleatéria é um método proposto por Pafnuty
Chebyshev, entre os anos de 1880 e 1890, e cuja ideia é atribuida a ?.

A metodologia consiste em igualar os momentos da populacdo (que sdo funcdes com pardmetros conhecidos),
definidos em termos de valores esperados, aos correspondentes momentos da amostra, cuja solucdo da equacdo
(ou das equacdes) é o estimador do pardmetro de interesse. A seguir descrevemos uma apresentacdo formal

para esse método.

Definicao 5.1.1. Seja X, X, ..., X,, uma amostra aleatdria de uma variavel aleatéria X com funcdo
densidade de probabilidade ou funcdo de probabilidade f(x|0) com p pardmetros. Os estimadores de

0 = (61,04, ...,6,), pelo método dos momentos sdo as solucbes das equacdes, tais que:

com k = 1,2,...,p, sendo p, = E(X*) o momento populacional de ordem k, centrado no zero; e
n k
my, = Z=L"C 5 momento amostral de ordem k, também centrado no zero.
n

Dessa forma, observe que quando uma funcdo de probabilidade tiver mais de um parametro, teremos que

usar mais de uma equacao. Considere, como ilustracao, o exemplo a seguir.

Exemplo 5.1.1. Seja X, Xs, ..., X,, uma amostra aleatéria de X ~ Poisson()\). Vamos estimar \ pelo
método dos momentos.

Para isso, usamos o primeiro momento da distribuicdo Poisson, que é dado por:



Entdo, podemos estimar o parametro da seguinte forma:

M1 = My

- "X,

A= ZEIE X
n

5.2 Método da maxima verossimilhanca

Antes de entender como funciona o método, precisamos definir funcao de verossimilhanca.

Definicdo 5.2.1. (Funcéo de verossimilhanca) Seja X1, X5, ..., X,, uma amostra aleatéria de tamanho
n da varidvel aleatéria X com fungdo densidade de probabilidade ou funcdo de probabilidade f(x;8), com
6 € O, no qual © é o espaco paramétrico. A funcdo de verossimilhanca de 6 correspondente a amostra
aleatoria observada é dada por

n

L(6}x) = [] £(x:6). (5.2)

=1

A partir do conhecimento da funcad de verossimilhanca, podemos apresentar o chamado estimador de

maxima verossimilhanca.

Definicao 5.2.2. (Estimador de maxima verossimilhanca) O estimador de maxima verossimilhanca

de 0 é o valor § € © que maximiza a funcdo de verossimilhanca L(6; x).

E muito comum utilizar o logaritmo de L(6;x) como fun¢do a ser maximizada. Isso ocorre por dois motivos:
facilitar os calculos e ter a certeza de encontrar um ponto de maximo global na maximizacao, dado que o

logaritmo é uma funcdo crescente. O logaritmo natural da funcdo de versossimilhanca de 6 é dado por:
1(0;x) = log L(6;x). (5.3)

Pelo fato do valor de 6 que maximiza L(6;x) também maximizar {(0;x), o estimador de méxima verossi-

milhanca pode ser encontrado como a raiz da equacao de verossimilhanca

I'(0;x) = al(géx) =0, (5.4)

cuja verificacdo de ponto maximo é dada pela condicdo

~ - 0l(0:x)

I"(0:x) = ~<0. (5.5)

920 o=
Considerando situacdes em que 0 = (61, ...,0,.), isto é, situacBes as quais a verossimilhanca depende de um
vetor de parametros, os estimadores de maxima verossimilhanca de 64, ..., 6, podem ser obtidos como solucdes

das equacoes
dlog L(0|x)

06; ’



para i =1,...,1.

Nos casos em que o suporte da distribuicdo de X depende de € ou o maximo ocorre na fronteira de ®, o
EMV &, em geral, obtido inspecionando o grafico da funcdo de verossimilhanca (de forma semelhante ao caso

uniparamétrico). Esse ponto especifico serd visto mais adiante.

Exemplo 5.2.1. Considere o vetor (12,15,9,10,17,12,11, 18,15, 13) uma amostra aleatéria de uma distribui-
c¢do normal com média |1 e varidncia conhecida e igual a 4. Vamos estudar a funcdo de verossimilhanca com

base nessa amostra.

Vamos, primeiramente, representar essa amostra obtida de maneira formal. Dizemos, entido, que temos

Xi,...,X10 uma amostra aleatéria de X ~ N(u,4). A densidade para cada observacio é dada por

Assim, aplicando a densidade em questdo, temos:
1 10 10
I(n) = —5log(87) — 3 (Z T —2p ) xi+ 10u2> :
1 1

Qual valor de j. que maximiza essa funcdo? Podemos derivar a equacio e iguala-la a zero (essa seria a forma
analitica). Porém, para fins didaticos, vamos considerar varios valores para . e observar o possivel estimador

por meio de uma representacdo grafica. Usando o software R, com o cddigo abaixo, obtemos a Figura[5.1]

x = c(12, 15, 9, 10, 17, 12, 11, 18, 15, 13)

mus = seq(10, 16, 1=100)

n = length(x)

lmu = -5 * log(8*pi) - (sum(x~2) - 2*mus*sum(x) + 10*(mus~2))/8

V V V V V

plot(mus, lmu, type=’1l’, xlab=expression(mu), ylab=expression(l(mu)))
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Figura 5.1: Func3do de verossimilhanca para o pardmetro i da distribuicdo normal com varidncia 02 = 4 com

os dados do Exemplo [5.2.1]

Pelo grafico apresentado, podemos observar que o valor de |1 que maximiza a funcdo em questdo esta
entre 13 e 14. Mas como precisar com exatiddo, dado que ndo estamos encontrando o estimador pela forma
analitica? O software R disponibiliza uma funcdo implementada chamada de opt<im, no qual nos fornece o valor
estimado com base na funcdo de log-verossimilhanca inserida e no chute assumido. A funcio nés ja temos, e o
chute, vamos considerar como sendo ;1 = 13 (ja que sabemos que serd bem préximo desse valor). Utilizando o

comando citado (veja o cédigo abaixo), obtemos que o valor estimado para 1 é, aproximadamente, 13,2.

> optim(par = 13, log.vero, x=x)
$par
[1] 13.20059

Observacoes

O estimador obtido por meio do método de Maxima Verosossimilhanca, aqui denotado por EMV, apre-
senta uma série de caracteristicas/observacdes uteis no estudo da inferéncia estatistica. Vamos apreseetar cada
um desses tépicos nas subsecdes a seguir.

Observacao 1

Func3do de verossimilhanca pode ndo levar a nenhum estimador.

Observacao 2

No caso discreto, o EMV de # pode ser interpretado como o valor de # que maximiza a probabilidade de se

observar a amostra que foi coletada.



Observacao 3

O EMV n3o é dnico.

Observacao 4

Em alguns casos, a expressdo (5.4) ndo pode ser obtida explicitamente. Nessas situacdes, recorre-se a

solucdo por meio de procedimentos numéricos. Considere U () a funcdo escore, ou seja,

UGS

U(0) S

Sabendo que para obter o estimador de maxima verossimilhanca, ¢, temos que fazer

-~

ent3do, utilizando série de Taylor para expandir U(6) em torno de 6,, obtém-se

-~

U() = U(bo) + (0 — 0)U" (60),

entao
5 U(6o)
0 =0y— .
* U (6y)
Portanto, a partir disso, temos que o processo iterativo para estimar #, chamado de Newton-Raphson, é
dado por
U(b,)
0,1 =10; — J 5.6
Jj+1 J U/(93)7 ( )

cujo valor ¢ iniciado om 6, e serd atualizado conforme nova estimativa. O processo tem seu fim quando
0,41 — 0;] < €, para € pequeno. Assim, o ponto # em que o processo se estabiliza é tomado como o estimador
de maxima verossimilhanca de 6.

Vale ressaltar que, em alguns casos, a substituicdo de U’(6;) por E(U’(6;)) representa significativa simplifi-

cagdo no procedimento (visto que o valor de U’(6;) deve ser positivo). Esse método é conhecido como Escore
de Fisher.

Observacao 5

O EMV ¢ funcdo de uma estatistica suficiente. O teorema a seguir enuncia essa caracteristica.

Teorema 5.2.1. O EMV é funcdo de uma estatistica suficiente (Bolfarine and Sandoval, 2001) —
Sejam X1, Xo, ..., X,, uma amostra aleatdria da varidvel aleatéria X com fung¢do densidade de probabili-

dade (ou funcdo de probabilidade) f(x;0). Seja T = T(Xy, Xs, ..., X)) uma estatistica suficiente para

6. Entdo, o estimador de maxima verssimilhanca 0 (se existir) é funcdo de T.




Observacao 6

Além disso, apresenta o principio da invaridncia (ou equivariancia). O teorema a seguir enuncia essa

caracteristica.

Teorema 5.2.2. Principio da invaridncia (Bolfarine and Sandoval, 2001) — Sejam X, Xs, ..., X,
uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X com funcdo densidade de probabilidade (ou funcdo de
probabilidade) f(x;0). Se 0 é um estimador de maxima verossimilhanca de 0, entdo g(é) é um estimador

de maxima verossimilhanca de g().

Observacao 7

Para grandes amostras (sob condicGes de regularidade satisfeitas), sua distribuicdo assintética é conhecida:

A= 0) ~ N (0, 1) | (5.7)

v>

Vi@ — g(0)) ~ N (0, g,(€)2> . (58)

Observacao 8

Podemos encontrar situacoes em que duas ou mais amostras indepedentes de distribuicoes dependam de
um parametro § em comum.
Considerando um caso mais simples (e que pode ser generalizado) com duas amostras X, ..., X,, e Y3, ..., Y},

entao a verossimilhanca conjunta é igual ao produto da verossimilhanca de cada amostra, ou seja,
L(0]x,y) = L(0]x)L(0]y).

Isso ocorre, pelo fato das amostras serem independentes.

Se aplicarmos o logaritmo, temos que

[(O]x,y) = 1(6]x) + 1(0]y).

Observacao 9

A maxima verossimilhanca na familia exponencial. Se a distribuicao da variavel aleatéria X pertence a
familia exponencial unidimensional de distribuicdes, entao o estimador de maxima verossimilhanca de 6 baseado

na amostra X = (X1, Xy, ..., X,,) é solucdo da equacido
E(T(X)) = T'(X), (5.9)
desde que a solucdo pertenca ao espaco paramétrico correspodente ao parametro . Esse resultado pode ser

estendido para o caso k-paramétrico em que os estimadores de maxima verossimilhanca de 64, ..., 0, seguem

como solucoes das equacoes

E(T(X)) = T;(X),  j=1,...k (5.10)



5.3 Métodos para avaliacao de estimadores pontuais

5.3.1 Erro Quadratico Médio (EQM)

O Erro Quadratico Médio (ou EQM) é uma medida que avalia o desempenho de um estimador em relacdo

ao verdadeiro valor do parametro. A definicdo formal para essa medida é descrita a seguir.

Definicao 5.3.1. Seja X1, X, ..., X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da variavel aleatéria com
distribuicdo f(x;|0). Seja T(X1, Xs, ..., X,,) um estimador para o pardmetro 6. O Erro Quadratico Médio
(EQM) de 0 é dado por

EQM(6) = E[6—6)2.

Vale destacar, ainda, que

EQM(9) = E[(6-6)]

= E[6? — 200 + 6]

— E[6?] — 20E[0] + 6

= (Var[d] + E2[§]) - 29E[ 0] + 62
= Var(h) 0

Nesse sentido, o valor B(6) = E(f) — 6 é chamado de Erro Quadratico Médio vicio do estimador 6.

Assim, dizemos que um estimador é n3o viciado, se B(é) =0, ou seja, se E(@A) = 0. Além disso, caso

-~

lim B(f) = 0,

n=oo

dizemos que o estimador é Erro Quadratico Médio assintoticamente nao viciado, ou seja, a medida que o
tamanho da amostra aumenta, o vicio do estimador tende a zero e, consequentemente, E(g) =(0. OEQM de um

estimador n3o viciado, ou assintoticamente n3o viciado, reduz-se a sua variancia, ou seja, EQM(6) = Var(0).



Exemplo 5.3.1. Seja X, X5, -+, X,, uma amostra aleatdria de uma populacdo com média ji e varidncia

o? < infty. Entdo, o estimador ndo viciado para ji é X e para o® é 52, ou seja
(i) B(X) =
(ii.) E(s*) = o2

Demonstracdo: Para demonstrar (i), temos que

i—1 n

Similarmente, para a varidncia amostral, temos que

B(s?) = E(nh [;Xf_”ﬂ)
)

- - L (nE(X?) — nE(X

1 2
= (n(a2 +u%) —n (U— +/1,2>> =0
n—1 n

Também vale a pena mencionar que

2

- 1 " — n—1
EG*) = -E|) (X;—-X)| = ( >02.
n oo n
Assim, podemos concluir que X e s* sdo estimadores n3o enviesados, respectivamente, da média populaci-
onal i e da varidncia populacional. O estimador o2, entretanto, é viciado em o%. A seguir, introduziremos

o conceito de Erro Quadrado Médio e o avaliaremos em relacdo aos estimadores de varidncia populacional.

Vale ressaltar que tanto o EQM quanto a variancia de um estimador sdo inconvenientes para a sua analise

direta, pois apresentam unidade de medida igual ao quadrado da usada na medicao. Assim, é plausivel utilizar

trés outras medidas (adimensionais e definidas somente quando E(f#) e 6 sdo positivos), que sdo bem comuns

em estudos sobre estimacao:

i. Coeficiente de Variacdo (CV):

ii. Erro Relativo Médio (RLM):

iii. Vicio Relativo (VR):




Outro ponto importante sobre os estimadores, consiste nas sua comparacdes, ou seja, considere 51 e 52 dois
estimadores n3o viciados. Se
EQM(6;) < EQM(6s),
entdo 51 é preferivel em relacdo a 52.
Nesse sentido, se houver um outro estimador nao viciado, denotado por 53, com a menor variancia dentre

todos os estimadores n3o viciados, ent3o ele é chamado de estimador nao viciado de variancia uniforme-
mente minima (ENVVUM).

Exemplo 5.3.2. Partindo do exemplo temos que

EQM(s*) = Var(sZ):nzfll
4 —
souie) = 2 [1-022Y].

Observe que embora G2 seja viciado, como no exemplo tem um EQM menor em comparacdo com

s2.

5.4 Exercicios

1. (Bolfarine and Sandoval, 2001) Sejam X, Xs,, X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da variavel

aleatéria X com funcdo densidade de probabilidade dada por
z —x
f(x]0) = rk 0 Toee)(r) 6>0.

a. Encontre o estimador de maxima verossimilhanca de 6 e verifique se ele é eficiente.

b. Encontre o estimador de méaxima verossimilhanca de V' (X') e encontre sua distribuicdo para grandes

amostras.

2. (Bolfarine and Sandoval, 2001) Sejam X, X»,, X,, uma amostra aleatéria da variavel aleatéria X ~

N (g, 1). Encontre o estimador de méaxima verossimilhanca de g(u) = P(X > 0).

3. (Bolfarine and Sandoval, [2001) Sejam X;, X5,, X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da variavel

aleatéria X com funcdo densidade de probabilidade dada por
f(x;0) =021 Tpy(z) 6>0.
Encontre o estimador de maxima verossimilhanca de 6.

4. (Bolfarine and Sandovall, [2001) Sejam X, X5, , X,, uma amostra aleatéria da variavel aleatéria X com

funcdo densidade de probabilidade

0
f(x; 9) = ﬁ ]I[g,oo}(x) 6 > 0.

Encontre o estimador de maxima verossimilhanca de 6 e de Ey(1/X).






CAPITULO 6

Estimacao intervalar

6.1 Consideracoes iniciais

Nesta capitulo vamos abordar o desenvolvimento da estimacao de parametros por meio de estimativas inter-
valares. E necessario que o leitor tenha conhecimento prévio sobre probabilidade, principalmente em conceitos
como variaveis aleatérias, distribuicdo de probabilidade e funcdes auxiliares; inferéncia, principalmente em con-
ceitos basicos em Inferéncia, distribuicao amostral e estimacdo pontual; e que tenha conhecimento em consultar

tabelas de distribuicoes, tais como a da normal, da t-Student e da qui-quadrado.

6.2 Motivacao para uso de um intervalo de confianca

Os métodos de estimacdo vistos até o momento s3o pontuais, ou seja, obtemos o valor da estimativa do
parametro com base em um ponto. Entretanto, esse ponto pode variar, pois a cada amostra retirada, cada
estimativa calculada pode ser diferente e, consequentemente, ndo conseguimos obter a magnitude do erro da
estimativa.

Uma solucao interessante, portanto, é realizar uma estimacdo intervalar, de modo que possamos definir um
limite inferior e superior para o parametro de interesse. Dessa forma, para um parametro 6, desejamos construir

um intervalo, tal que
P(LI < 6 < LS) =,

sendo LI o limite inferior e LS o limite superior do intervalo, com ~ representando o nivel de confianca do
intervalo.
Entretanto, para construir o intervalo de confianca, precisamos saber quem sio as quantidades dadas por

LI e LS. Na préxima secdo, vamos avaliar essas quantidades.
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6.3 Definicao de intervalo de confianca

Para entender quem seriam LI e LS, precisamos formalizar a definicdo para intervalos de confianca e entender

melhor esse processo.

Definicao 6.3.1. Seja X1, ..., X,, uma amostra aleatéria de tamanho n de uma varidvel aleatéria com
funcdo densidade (ou de probabilidade) f(x|0). Sejam T1(X) e T5(X) duas estatisticas tais que T} (X) <
T5(X) e P(T1(X) < 0 < T5(X)) =7, 0 < v < 1, independe de 6. Entdo, o intervalo [T1(X),T2(X)] é

um intervalo para g(6), com nivel de confianca v ou v x 100%.

A partir dessa definicdo, precisamos ter atencdo em dois pontos: (i.) o estimador intervalar é, portanto,
dado por [T1(X), T5(X)]; (ii.) quem varia é o intervalo, o pardmetro é fixo.

Portanto, para um parametro 6, o intervalo de confianca é dado por
P(T1(X) <0 < T5(X)) =7,

sendo 7' (X) o limite inferior e T5(X) o limite superior do intervalo, com  representando o nivel de confianca

do intervalo.

Assim como na sec3o anterior, terminamos esta com mais uma pergunta: quem seriam 77 (X) e T5(X)?
para que possamos construir o intervalo precisamos utilizar algum método. Na préxima secao, apresentamos

alguns desses métodos.

6.4 Métodos para construcao de intervalos de confianca

Os métodos mais comuns para construcao de intervalo de confinaca sao:

» Quantidade pivotal;

= Intervalos bayesianos;

» Intervalos de confinca bootstrap.

Mas também temos métodos mais avancados, tais como:

» Invers3o da estatistica do teste (é preciso estudar o contelido sobre teste de hipdteses);
» Pivotagem da FDA.

Na subsecoes a seguir, vamos abordar cada um desses métodos, explicando sua origem e como montar o

respectivo intervalo de confianca para o parametro.



6.4.1 Quantidade pivotal

O método mais utilizado para a construcdo de intervalos de confianca é o chamado Método da Quantidade

Pivotal.

Definicdo 6.4.1. (Quantidade Pivotal) E uma funcio de uma estatistica (depende da amostra) e do

pardmetro, Q(X|6) mas cuja distribuicdo fq(q) ndo depende do pardmetro desconhecido 6.

A ideia, portanto, é considerar \; e Ay, de tal forma que:
P(A < Q(XI0) < A2) = ;

A partir dessa expressdo, procura-se isolar o pardmetro para encontrar 71(X) e T3(X), tal que:
P(T1(X) < 0 < T2(X)) =7

Para obter a quantidade pivotal, devemos encontrar uma boa estatistica associada ao parametro de interesse.
A partir da distribuicdo amostral dessa estatistica, conseguimos encontrar a quantidade pivotal (j& apresentamos

as distribuicGes amostrais de algumas estatisticas em aulas anteriores).

6.4.2 Intervalos bayesianos

O intervalo de confianca no contexto bayesiano é um intervalo de probabilidade a posteriori, usado para fins
similares aos dos intervalos de confianca abordados anteriormente, que sao construidos na linha da estatistica
frequentista.

Para ilustrar esse entedimento, podemos considerar que se uma amostra é coletada e o intervalo de credi-
bilidade de 95% para o pardmetro p é [20;30], isso significa que a probabilidade a posteriori de que j esteja no
intervalo de 20 a 30 é de 0,95.

Vale ressaltar que, em geral, os intervalos de credibilidade bayesianos ndao coincidem com os intervalos de
confianca frequentistas, pois o intervalo de credibilidade incorpora informacdo contextual especifica do problema
da distribuicao a priori.

Existem varios modos de construir intervalos de credibilidade a partir de uma dada distribuicdo de proba-
bilidade por parametro, tais como: escolher o intervalo mais estreito, o qual, para uma distribuicio unimodal
envolverd a escolha dos valores de mais alta densidade probabilistica, incluindo a moda; escolher o intervalo
onde a probabilidade de estar abaixo do intervalo é t3o provavel quanto estar acima dele; o intervalo incluira a

mediana; escolher o intervalo no qual a média seja o ponto central.

6.4.3 Intervalo de confianca bootstrap

No intervalor de confianca bootstrap, a ideia principal é reamostrar um conjunto de dados, diretamente ou
via um modelo ajustado, a fim de criar replicas dos dados, a partir das quais podemos avaliar a variabilidade de
quantidades de interesse, sem usar calculos analiticos.

Esse método de reamostragem pode ser feito de duas formas: por meio do boostrap paramétrico ou por

meio do bootstrap ndo paramétrico.



6.4.4 Pivotagem da FDA (t.b.d)

6.4.5 Inversdo da estatistica do teste (t.b.d)

6.5 Os intervalos de confianca mais comuns (usando a quantidade

pivotal)

Nesta secdo, vamos apresentar os intervalos de confianca mais comuns, construidos a partir do método da

qguantidade pivotal. Vamos considerar intervalos tanto para uma amostra, tais como:

Intervalo de confianca para a média (com variancia conhecida);

Intervalo de confianca para a média (com variancia desconhecida);

Intervalo de confianca para a proporcao;

Intervalo de confianca para a varidncia com média conhecida;

Intervalo de confianca para a varidncia com média desconhecida;

quanto para duas amostras, tais como:

Intervalo de confianca para diferenca de médias (com variancias conhecidas);

Intervalo de confianca para diferenca de médias (com varidncias desconhecidas);

Intervalo de confianca para a diferenca de proporcdes;

Intervalo de confianca para razdo de duas varidncias (com médias conhecidas);

Intervalo de confianca para raz3o de duas varidn-cias (com médias desconhecidas).

Para a construcao dos intervalos, vamos utilizar o método da quantidade pivotal como base de construcao
para os respectivos intervalos.

Lembre-se que para construir intervalos usando esse método, precisamos de uma estatistica suficiente que
seja funcdo da amostra e do parametro, mas cuja distribuicdo ndo depende do parametro desconhecido.

Para essas quantidades, portanto, vamos utilizar as estatisticas apresentadas no capitulo sobre distribuicao
amostral. Veja que naquele capitulo, separamos cada distribuicdo amostral para cada caso particular, pois
irlamos abordar justamente essa sequéncia para os intervalos desse capitulo. Veja a seguir a explanacdo de cada

situacao.



6.5.1 Intervalo de confianca para a média (com varidancia conhecida)

Para a construcdo desse intervalo, vamos considerar X = > | X;/n como a estatistica suficiente (que
também é completa). Como ja sabemos que:
X -4
a/v/n

entdao Z é uma quantidade pivotal, pois depende da amostra e do parametro e a sua distribuicdo ndo depende

J =

~N(0,1),

do parametro.
Dessa forma, vamos usar essa quantidade para construir o intervalo de confianca para a média utilizando
o fato de que v = P(\; < Q(X]A) < \2), ou seja, vamos incluir a quantidade pivotal dentro dessa inequacdo

e isolar o parametro de interesse. Veja esse desenvolvimento a seguir:

v o= PA <Q(X]0) < A)

X —pu
P(A A
<1<0/\/ﬁ< 2)
g — g
— P(X AT X+ 0=
( )\2\/ﬁ<ﬂ< +>\1\/ﬁ>’

sendo \; = Ay = z,/2 0 quantil de ordem «/2 da distribuicdo normal padrdo, com v = 1 — « representando o

nivel de confianca.
Assim, o intervalo de confianca para ;1 com variancia conhecida e com v = (1 — a)100% de confianca é

dado por:

_ o — o
IC’Y[M} = [X - Zaﬂﬁ;X +Za/2ﬁ] )

sendo z,/2 0 quantil de ordem /2 da distribuicdo normal padrdo.

(6.1)

No caso em que X n3o tem distribuicdo normal, ou seja, no caso em que X ~ f(z|f), com E(X) = u e
Var(X) = o2, entdo, a medida que o tamanho da amostra aumenta, temos o mesmo resultado apresentado
anteriormente para a estatistica Z (com base no Teorema do Limite Central).

A seguir, apresentamos um exemplo para ilustrar os conceitos apresentados nessa secao.

Exemplo 6.5.1. (Morettin and Bussab, |2017) Uma maquina enche pacotes de café com uma varidncia igual
a 100g® e estd programada para encher pacotes com 500g, em média. Suspeita-se que essa maquina esteja
desrregulada e tem-se o interesse em saber a nova média . Para isso, coletou-se uma amostra de tamanho
n = 25 e verificou-se que a média resultou em 485g. Construa um intervalo de confianca com 95% para .

Solucao:

_ g — g
IC,Y[/L] = [X—ZQ/Qﬁ;X+Za/2ﬁ]
10 10
1C, = 485 —1,96——;485+1,96——
09541 [ NG m]
—  [481;489)].

Portanto, com 95% de probabilidade, esse intervalo contém o valor da média populacional .



6.5.2 Intervalo de confianca para a média (com varidancia desconhecida)

Para a construcdo desse intervalo, vamos considerar X = > | X;/n como a estatistica suficiente (que
também é completa). Como ja sabemos que no caso com varidncia desconhecida temos que:
X —p
s/v/n

entao 7' é uma quantidade pivotal, pois depende da amostra e do parametro e a sua distribuicdo ndo depende

T =

~t(n—1);

do parametro.
Dessa forma, vamos usar essa quantidade para construir o intervalo de confianca para a média utilizando
o fato de que v = P(\; < Q(X]|f) < A3), ou seja, vamos incluir a quantidade pivotal dentro dessa inequacdo

e isolar o parametro de interesse. Veja esse desenvolvimento a seguir:
v = POy <Q(X[0) < A)

= P<>‘1<)3(/\_/g<)‘2>

S = S
= X + N\ ——
\/ﬁ<u< 1\/ﬁ>7

sendo A\; = Ay = {,/2 0 quantil de ordem «/2 da distribuicdo t-Student.

- (X

Assim, o intervalo de confianca para p com variancia desconhecida e com v = (1 — a)100% de confianca é
dado por:

_ - s
IOW[M] = lX - ta/?ﬁaX +ta/2ﬁ] )

sendo \; = Ay = t,/2 0 quantil de ordem «/2 da distribuicdo t-Student.

(6.2)

Exemplo 6.5.2. (Morettin and Bussab, 2017) Em uma amostra de 400 valvulas, verificou-se que a média do
tempo de vida dessas valvulas foi de 800h e o desvio-padrio foi de 100 horas. Determine o intervalo de confianca

para a média, considerando v = 99%.

Solucao:
IO = |K —tajpei X 4 tayp—e
ylM] = a/2\/ﬁa a/2\/ﬁ
100 100
ICogolu] = = |800 — 2,58——;800 + 2, 58—
ook l /400 \/4001
— [787,11;812,9]

Conclusao: Com 99% de probabilidade, esse intervalo contém o valor da média populacional 1,

6.5.3 Intervalo de confianca para a proporcao

Para a construcdo desse intervalo, vamos considerar p = > | X;/n como a estatistica suficiente (que

também é completa). Como ja sabemos que:



entdo Z é uma quantidade pivotal, pois depende da amostra e do parametro e a sua distribuicao ndo depende
do parametro.

Dessa forma, vamos usar essa quantidade para construir o intervalo de confianca para a proporcao
utilizando o fato de que v = P(\; < Q(X]#) < A2), ou seja, vamos incluir a quantidade pivotal dentro dessa

inequacao e isolar o parametro de interesse. Veja esse desenvolvimento a seguir:

v = P < Q(X]0) < A\g)

T <)\2
p(1—p)
n—1

T2 17
Y PR Gt ORI p>)7
n—1 n—1

sendo A\; = Ay = z,/2 0 quantil de ordem «/2 da distribuicdo normal padr3o.

Assim, o intervalo de confianca com v = (1 — «)100% de confianca para p é:

1C,[p) [p— 2\ 1__ a/zx/ﬁs__f)]’

sendo z,/2 0 quantil de ordem «/2 da distribuicdo normal padrdo.

Exemplo 6.5.3. (Morettin and Bussab, 2017) Suponha que em n = 400 provas, obtemos 80 sucessos. Encontre
o intervalo de confianca para p, considerando v = 0, 90.
Solucao:

Pelo enunciado, temos que p = 80/400 = 0, 2, logo:

B [(1—p) . [6(1 - p

IC,[p] = p—%M2;_1%p+%m $F4R]
[0,2(1 0,2(1—0,2
ICoo0lp] = — 1,645 400_1 ()2+1645 4(00_1)}

= [0 167;0,233].

Conclusado: Com 90% de probabilidade, esse intervalo contém o valor da proporcdo populacional p.

6.6 Exercicios

1. Um robd enche sacos de cimento com uma varidncia igual a 500¢> e estd programada para encher os
sacos com 500kg, em médb. Suspeita-se que essa maquina esteja desrregulada e tem-se o interesse em
saber a nova média . Para isso, coletou-se uma amostra de tamanho n = 25 e verificou-se que a média

resultou em 485¢g. Construa um intervalo de confianca para u com 95% para p.

2. Em uma amostra de 400 valvulas, verificou-se que a média do tempo de vida dessas valvulas foi de
800h e o desvio-padrdo foi de 100 horas. Determine o intervalo de confianca para a média, considerando
v = 99%.



3. Suponha que em n = 800 provas, obtemos 160 sucessos. Encontre o intervalo de confianca para a

proporcao p de sucessos, considerando v = 0, 90.

4. O tempo de vida de equipamentos cirirgicos produzidos por uma empresa é uma variavel aleatéria, medida
em horas, que se supde ter distribuicio normal com média conhecida e igual a 98 horas. Pretende-se
avaliar a variabilidade desse tempo de vida com base na seguinte amostra coletada: 97, 96, 100, 98, 101,

104, 96, 103 e 100. Construa um intervalo de confianca para a variancia do peso.

5. O tempo de vida de equipamentos cirlrgicos produzidos por uma empresa é uma varidvel aleatéria,
medida em horas, que se supoe ter distribuicio normal com média desconhecida. Pretende-se avaliar a
variabilidade desse tempo de vida com base na seguinte amostra coletada: 97, 96, 100, 98, 101, 104, 96,

103 e 100. Construa um intervalo de confianca para a variancia do peso.



CAPITULO [

Teste de hipdteses

7.1 Motivacao para uso de teste de hipéteses

Em muitas situacdes do cotidiano ha interesse em tomar a decisdo de aceitar ou rejeitar determinada

afirmacdo baseando-se em um conjunto de evidéncias. O nosso interesse recai em responder perguntas do tipo:
= Qual decisdo devo tomar?
» Eu devo aceitar ou rejeitar uma hipdtese?

Para uma melhor entendimento de como podemos utilizar, vamos ilustrar a importancia do dos testes de
hipdteses a partir de dois exemplos classicos: decisao do juri e eficiéncia de vacinas.
No primeiro, o objetivo é decidir se um individuo é inocente ou culpado. Nesse exemplo, uma das duas

decisoes a seguir devem ser tomadas:
- Decisao 1: o individuo é inocente;
- Decisdo 2: o individuo n3o é inocente.

Na linguagem estatistica, essas decisdes sdo chamadas de hipdteses e, para esse caso, podem escritas da

seguinte forma:
- Hy : o individuo é inocente;
- H; : o individuo n3o é inocente (é culpado).

o outro exemplo, sobre eficiéncia de vacinas, tem o objetivo é decidir se uma vacina é eficiente ou n3o. Para

isso, duas hipdteses sao possiveis:

- Decis3o 1: a vacina nao é eficiente;
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- Decisdo 2: a vacina é eficiente;

Conforme ja introduzimos, na linguagem estatistica, essas decisdes sdo chamadas de hipéteses. Para esse
caso, podem escritas da seguinte forma:

- Hy : a vacina n3o é eficiente;

- H, : a vacina é eficiente.

Tanto no problema da decisdo do jdriquanto no problema da eficiéncia de vacinas, temos decisdes (que
chamamos de hipdteses) que serdo testadas com base em evidéncias, ou seja, com base na amostra coletada.

Na secao seguinte, introduzimos os conceitos de teste de hip6teses de maneira mais formal.

7.2 Apresentacao dos principais conceitos para testes de hipoteses

Vimos dois exemplos sobre como podemos aplicar o uso dos chamados testes de hipoteses. Mas, de maneira
formal, o que é uma hipétese estatistica? Vamos para a sua definic3do.

Definicdo 7.2.1. (Hipdtese estatistica) Chamamos de hipétese estatistica qualquer afirmacdo acerca

da distribuicio de probabilidades de uma ou mais varidveis aleatdrias.

Como o teste depende de uma afirmacao feita sobre a distribuicao de probabilidade, entdo considere:
- Uma variavel aleatéria X com funcdo de densidade (ou de probabilidade) f(x|6), com 6 € ©;

A ideia por tras do teste é associar os conjuntos Oy e ©4, de tal forma que:

- Hy:0 €0y

-H:0€0;;

sendo H a hipétese nula e H; a hipdtese alternativa.

Além disso, atribui-se a Hy a responsabilidade de ser a hipdtese de interesse em um teste e se Oy = {6},
dizemos que a hipétese é simples. Caso contrario, dizemos que a hipétese é composta (o mesmo vale para a
hipbtese alternativa);

Com o conhecimento sobre hipdtese estatistica, precisamos avancar para o conhecimento sobre a funcao de

decisdo, que sera util para a conclusao de um teste de hipoteses.

Definicdo (Funcdo de decisdao). Chamamos de teste de uma hipdtese estatistica a funcdo de decisdo

d: X — {dy,d;}, sendo dy a decisdo de considerar H, como verdadeira e d; a decisdo de considerar

H; como verdadeira, com X denotando o espaco amostral associado a amostra X, Xs, ..., X, coletada.

A funcao de decisao divide esse espaco em dois conjuntos, a saber

- AO = {(.%'1,%27 "'7xn) S X‘d(ZL‘l,ZL’Q, ...,xn> = dO};



- Ay = {(v1, 29, oy 1) € X|d(21, 79, ..y 1) = dy },

comAgUA =X e AgNA; = 0.

Em A, temos os pontos que nos levam a decidir por Hy, entdo chamaremos esse conjunto de regiao de
aceitacao; e em A; temos os pontos que nos levam a decidir por H;, entao chamaremos esse conjunto de
regiao de critica;

Mas podemos se perguntar: ao decidir por Hy ou por H; podemos estar comentendo erros? A resposta

é sim, podemos estar comentendo os seguintes erros:
— Erro do tipo I: rejeitar Hy dado que Hy é verdadeira;
— Erro do tipo Il: ndo rejeitar Hy dado que H, ¢é falsa;
Associando esses erros a probabilidades, temos:
— P(erro tipo I) = P(rejeitar Hy|Hy é verdadeira) = «;
— P(erro tipo Il) = P(n3o rejeitar Hy|H, é falsa) = 3.

Vale destacar que o aumento do erro do tipo | leva a diminuicdo do erro do tipo Il. Além disso, procura-se
construir as hipdteses nulas e alternativas de tal forma que o erro do tipo | seja o erro mais grave a ser cometido.
Outro conceito importanteem teste de hipéteses é de funcao caracteristica da operacao. Essa funcdo é

a probabilidade de n3o rejeitar Hy em funcao de u e é dada por:
B(0) = P(n3o rejeitarHy|0 € H,).

Outra funcdo importante é a funcao poder do teste, que é a probabilidade de rejeitar Hy em funcdo de

1t e é dada por
1 — 3(6) = P(rejeitarHy|0 € Hy).

Como a apresentacdo matematica do conceito é confusa, vamos tentar observar tantos os erros quanto o

poder do teste por meio da ilustracdo abaixo.

Ho ' H,

1-p

Figura 7.1: Representacao do erro do tipo |, erro do tipo Il e do poder do teste. Disponivel em https:

//www.inf .ufsc.br/~andre.zibetti/probabilidade/teste-de-hipoteses.html.


https://www.inf.ufsc.br/~andre.zibetti/probabilidade/teste-de-hipoteses.html
https://www.inf.ufsc.br/~andre.zibetti/probabilidade/teste-de-hipoteses.html

Atencao

Conceitos que precisam estar em nossa mente a partir de agora:

— Hipotese nula e hipétese alternativa;

Critério de decis3o;

Regido de aceitacdo e regido de rejeicao;

Probabilidades do erro do tipo | e do tipo Il;

7.3 Aplicacoes das definicoes e dos conceitos

Para ilustrar todos os conceitos sobre teste de hipdteses que foram apresentados na secdo anterior, vamos
utilizar um exemplo retirado de Morettin and Bussab (2017) e discutir o problema.

Problema para discussao

Uma indulstria usa parafusos importados para algumas componentes de suas maquinas e os avalia de
acordo com sua resisténcia a tragdo (variavel de interesse).

Existem dois paises que produzem esses parafusos: pais A (u4 = 145, 04 = 12) e pais B (up = 155,
op — 20)

Havera um leildao de um lote de parafusos de origem desconhecida, com preco bem abaixo do mercado,
e os representantes da inddstria querem saber se fazem ou n3o uma oferta.

Observacao: Um pouco antes do leildo, serd divulgado a resisténcia média de uma amostra de 25

parafusos desse lote.

Temos as seguintes informacdes extraidas do problema:

= Varidvel de interesse: resisténcia a tracdo (X: resisténcia a tracdo);

= Pardmetro de interesse: média da resisténcia a tracdo (u);

» Estimador de interesse: média amostral (X).

Para explorar esse problema, vamos seguir 3 caminhos diferentes, conforme as descri¢cdes abaixo:
» Caminho 1:

— Estabelecer Hy e H; com base em um critério de decisao previamente fixado;

— Encontrar os erros do tipo | e Il.
= Caminho 2 (mais comum):

— Estabelecer Hy e H; com base em um erro previamente fixado;



— Encontrar o critério de decisdo.
= Caminho 3 (mais comum):

— Estabelecer Hy e H; sem o conhecimento de H;;

— Encontrar o critério de decisdo com base em H.

Seguindo pelo caminho 1:

Vamos definir o critério de decis3o de tal forma que

— Se X > 150, ent3o o lote é do pais B;

— Se X < 150, entdo o lote é do pais A;

Consequentemente:

— Hp: X > 150 (o lote é do pais B);

- H; : X <150 (o lote é do pais A);

Com base no critério de decisao, vamos verificar os erros associados a cada decisdo, ou seja:
— Optar pelo lote do pais A, mas o lote era do pais B (erro do tipo I);
— Optar pelo lote do pais B, mas o lote era do pais A (erro do tipo Il);
N3o esqueca:

— P(erro tipo |) = P(rejeitar Hy|H, é verdadeira) = a;

— P(erro tipo Il) = P(n3o rejeitar Hy|H, é falsa) = 3;

O erro do tipo | considera o fato de rejeitar Hy : X > 150, quando H, é verdadeira. Sob H, verdadeira e
pelo Teorema Central do Limite (TCL), X ~ N(155,20/+/25). Calculando o erro do tipo I:

a = P(erro tipo I)
= P(X < 150|p = 155, 0 = 20)
N 150 — 155
20v/25
= 0,1056.

O erro do tipo Il considera o fato de n3o rejeitar Hy : X > 150, quando H, é falsa. Sob H; verdadeira e
pelo TCL, X ~ N(145,12/+/25). Calculando o erro do tipo II:

B = P(erro tipo Il)
= P(X > 150|p = 145,0 = 12)

plss 150 — 145
= z _—

12+/25
= 0,0187.

Resumo dos resultados obtidos:



— a = P(erro tipo ) = 0, 1056;

— 8 = P(erro tipo Il) = 0, 0187,

Considerando o critério de decisdo escolhido, estamos cometendo um erro do tipo | com maior probabilida-

dedo que o erro do tipo Il. Esse critério privilegia que o lote de parafusos é do pais A, ja que o erro do tipo |l

esta sob Hy : X > 150 falsa.

Seguindo pelo caminho 2, vamos agora fixar um erro e encontrar o critério de decisdo. Neste caso, vamos

fixar « = 0,05. Consequentemente:

- Hy: X > . (o lote é do pais B);
- H;: X < 7. (o lote é do pais A);
Fixando o = 5%, sob Hj e pelo TCL, teremos:
a=0,05 = Perro tipo ) = P (X < T|p = 155,0 = 20)
T, — 155 T.— 155
= P<Z§W> :P<z§4>.
Como 0,05 = P(z < —1,645), entdo;

T, — 155

= —1,645
4 )

= T,=148,2.
O critério de decisdo é, portanto, dado por:
— Se X > 148, 2, dizemos que o lote é do pais B;
— Se X < 148, 2, dizemos que o lote é do pais A;
O erro do tipo | para esse critério de decisdo é de o = 0,05 e o erro do tipo Il é dado por:

B = Plerro tipo Il) = P (X > 148, 2|y = 145,0 = 12)
148,2 — 14
= IP’<2§ i 0

—2= "] =0,0793;
12/4/25 )

Observamos que a probabilidade do erro do tipo | é menor, ou seja, esse critério privilegia que o lote de

parafusos é do pais B.

Seguindo pelo caminho 3, vamos agora estabelecer as hipdteses e definir o critério de decisdo com base

somente nas informagSes da hipétese nula (pais B).

Nossas hipdteses agora s3o:
— H,y : os parafusos sdo do pais B (u = 155 e o = 20);

— Hy : os parafusos nao sao do pais B;



Como estamos avaliando a resisténcia média a tracao, nosso interesse é sobre o teste:
- Hy: p =155
— Hy : pu # 155 (podemos adaptar para Hy : < 155 ou Hy @y > 155);

Obseve que podemos ter uma infinidades de parametros para a hipétese alternativa. Logo, s6 podemos
trabalhar com as informacdes referentes a Hy, ou seja, considerando o fato de que p = 155.

A melhor saida é trabalhar com o erro do tipo | () que considera Hy verdadeira. Para isso, fixamos um
valor para a e concluimos, com base nas evidéncias (amostra), se rejeitamos ou ndo Hj.

E como fica o erro do tipo 11? Como temos uma infinidade de valores possiveis para j, vamos considerar
a probabilidade n3o rejeitar Hy em funcao de um valor de p.

A funcado caracteristica sera dada por:
B(p) = P(ndo rejeitar Hy|p);

No exemplo em questdo, temos:

Blp) = P(X = 150[p);

Se fizermos 7(pu) = 1 — B(p), temos a chamada funcao poder do teste, que é a probabilidade de se
rejeitar Hy em funcdo de y;

Voltando a ideia inicial do caminho 3, suponha agora que o interesse ndo esta em avaliar se a resisténcia
média do lote de parafusos é maior ou menor que a do pais B, mas sim se essa resiténcia é diferente do pais B.

As hipoteses s3o:

— Hy: p =155

— Hy:p# 155

Assim, a regra de decisdo sera:

- Se 7., < X <7, entdo o lote & do pais B;

- Se X <@, ou X >T,,, entdo o lote ndo é do pais B;

Se fixarmos o = 0,05, existirdo muito valores que satisfazem a primeira condicdo acima. Vamos focar,
portanto, somente naquelas solucoes que sejam simétricas em relacao a média;

Entdo, sob Hj e pelo TCL, teremos:

a=0,06 = Perrotipo ) =P (X < T, ou X > T, |p = 155,0 = 20)

_ pf, o Ta—155 T — 155
B 20/+/25 20/v/25

T. — 155 T, — 190
:P<Z<$140UZ>$24)

Como 0,05 =P(z < —1,96 ou z > 1,96), entdo;



T, — 155

= —1,96
4 )
= T, = 147, 16;
e
T,, — 155
el 7T~ 1,96
4 )

= 7, = 162,84,
Assim, a regra de decisao sera:
- Se 147,16 < X < 162, 84, ent3o o lote é do pais B;

- Se X < 147,16 ou X > 162, 84, entdo o lote n3o é do pais B;

7.4 Passo a passo para construir um teste de hipoteses

Antes de apresentarmos os testes de hipdteses mais comuns, vamos discutir um passo a passo de como

contruir e obter os valores associados a um teste de hipdtese.

= Passo 1 — Estabelecer as hipdteses: fixamos a hipdtese a ser testada (por exemplo, podemos fazer
Hy : ;o = po). Dependendo da informacdo que fornece o problema que estamos estudando, a hipétese
alternativa pode ter uma das trés formas abaixo:
- Teste bilateral: Hy : pu # po
- Teste unilateral a direita: Hy : p > o
- Teste unilateral a esquerda: H;y : pu < py

» Passo 2 — Calcular, sob a hipétese nula, a estatistica do teste (cada teste apresentard sua estatistica

correspondente, conforme veremos na préxima secdo);

= Passo 3 — Fixar o nivel de significancia « e determinar a regido critica (regido de rejeicdo e regido de n3o

rejeicdo da hipdtese nula);

» Passo 4 — Localizar a posicdo da estatistica do teste calculada na regido critica definida, de tal forma que

possamos ter uma conclusdo. Essa conclusao depende da hipétese alternativa, pois se

- Se o teste for bilateral, determinamos os pontos criticos —t, /s € to/o tais que P[T" > t,, /o] = P[T" <

—ta2] = /2 a partir da distribuicdo t de Student com n — 1 graus de liberdade.
- Se o teste for unilateral a direita, determinamos o ponto critico %, tal que P[T" > t,] = a.

- Se o teste for unilateral a esquerda, determinamos o ponto —t, tal que P[T' < —t,| = «.



7.5 Os testes de hipoteses mais comuns

7.5.1 Teste de hipoteses para a média (com variancia conhecida)

Neste caso estamos interessados em realizar inferéncia sobre a média populacional i, com base na amostra
Xy, Xs, ..., X, de uma populacdo com distribuicao normal e variancia conhecida.

As hipoteses a serem testadas serao:
Ho = p= po;
Hytpp <o ou Hy oy # pro ou Hy : p> po.

Conforme vimos no capitulo sobre distribuicdo amostral, a estatistica que podemos utilizar para fazer infe-
réncia sobre o parametro de interesse é dada por
X — po
Zops = ———— ~ N(0,1).

g

v

A partir do valor obtido de Z,; e do conhecimento sobre v (que nos fornece a regido critica), verificamos

se vamos rejeitar ou nao a hipdétese nula, observando os seguintes casos:

= Se o teste for bilateral: se Zops > 242 OU S€ Zops < —24/2, rejeitamos Hy. Caso contrério, ndo rejeitamos
H,.

= Se o teste for unilateral a direita: se Zyps > 2., rejeitamos Hy. Caso contrario, ndo rejeitamos Hy.
= Se o teste for unilateral a esquerda: se Zyps < —2z,, rejeitamos Hy. Caso contrario, n3o rejeitamos Hj.

Exemplo 7.5.1. (Morettin e Bussab, 2017) Uma maquina enche pacotes de café segundo uma distribuicio

normal com média 500g e varidncia 400g. Uma amostra de 16 pacotes foi coletada para verificar se a maquina

estd regulada e obteve-se X = 492g. Ao nivel de 1%, podemos afirmar que a maquina esta regulada ou nio?
Solucao:

Passo 1 — Definir as hipdteses:
Hy @y =500,
Hy - # 500,

Passo 2 — Definir o estimador e a estatistica do problema:

Tope = @ ~ N(0,1);

v

Passo 3 — Sob H, fixar o erro do tipo | e calcular a regido critica:

Como o = 1%, ent3o, utilizando a tabela da normal padrio, percebemos que o a regido critica é dada por
Lohs < —2,58 € Lops > 2,58;



Passo 4 — Calcular o valor da estatistica do teste e identificar se esse valor pertence ou n3o a regido critica.

Neste caso, temos que:

492 — 500
20
V16

Z obs

Ou seja, Z,,s ndo pertence a regido critica, logo ndo rejeitamos H,;

Conclusao: nio ha evidéncias para concluir que a maquina esta desrregulada.

7.5.2 Teste de hip6teses para a média (com variancia desconhecida)

Neste caso estamos interessados em realizar inferéncia sobre a média populacional i, com base na amostra
X1, Xa, ..., X, de uma populacdo com distribuicao normal e variancia desconhecida.

As hipoteses a serem testadas serao:
Hoy : p= po;
Hytpp <o ou Hy oy # pro ou Hy : > po.

Conforme vimos no capitulo sobre distribuicdo amostral, a estatistica que podemos utilizar para fazer infe-

réncia sobre o parametro de interesse é dada por

X

Zops = =0 L N(0,1).
G
y_
Tope = =0 t(n — 1);
G

A partir do valor obtido de T,;,s € do conhecimento sobre o (que nos fornece a regido critica), verificamos

se vamos rejeitar ou nao a hipdtese nula, observando os seguintes casos:

= Se o teste for bilateral: se Tips > £,/2 ou se Tops < —to /2, rejeitamos Hy. Caso contrario, ndo rejeitamos
H,.

= Se o teste for unilateral a direita: se Tops > t,, rejeitamos Hy. Caso contrario, ndo rejeitamos Hj,.
= Se o teste for unilateral a esquerda: se Tops < —t,, rejeitamos Hy. Caso contrario, ndo rejeitamos H,.

Exemplo 7.5.2. (Morettin e Bussab, 2017) Uma fabricante afirma que seus cigarros contém ndo mais que
30mg de nicotina. Uma amostra de 25 cigarros fornece uma média de 31,5 mg e desvio-padrdo de 3 mg. No
nivel de significancia de 5%, os dados refutam ou ndo a afirmacdo do fabricante?

Solucao:

Passo 1 — Definir as hipdteses:

» Hy:p=30;



« Hy:p> 30

Passo 2 — Definir o estimador e a estatistica do problema:

Y_
Tobs = 7”0 ~ t<n_ 1)7

S

vn
Passo 3 — Sob H,, fixar o erro do tipo | e calcular a regido critica:
Como « = 5%, entdo, utilizando a tabela da distribuicdo t-Student, percebemos que a regido critica é dada
por Tops > 1,711;
Passo 4 — Calcular o valor da estatistica do teste e identificar se esse valor pertence ou ndo a regido critica.

Neste caso, temos que:

31,5 —30
Tobs:%:275;

V25

Ou seja, T,,s pertence a regido critica, logo rejeitamos Hy;

Conclusao: ha evidéncias para concluir que os cigarros tém mais que 30g de nicotina.

7.5.3 Teste de hipdteses para a proporcao

Neste caso estamos interessados em realizar inferéncia sobre a proporcdo p de individuos/objetos com certa
caracteristica, com base na amostra X, Xo, ..., X,, de uma populacdo.

As hipoteses a serem testadas serao:
= Ho :p=po;
— Hy:p<pyou Hy:p#pyou Hy:p> po;

Conforme vimos no capitulo sobre distribuicdo amostral, a estatistica que podemos utilizar para fazer infe-

réncia sobre o parametro de interesse é dada por

Zobs = b~ Po NN(O,l)

po(1 —po)/n

A partir do valor obtido de Z,,s e do conhecimento sobre v (que nos fornece a regido critica), verificamos

se vamos rejeitar ou nao a hipdétese nula, observando os seguintes casos:

= Se o teste for bilateral: se Zops > 242 OU S€ Zgps < —24/2, rejeitamos Hy. Caso contrério, ndo rejeitamos
H,.

= Se o teste for unilateral a direita: se Zyps > z,, rejeitamos Hy. Caso contrario, ndo rejeitamos H,.
= Se o teste for unilateral a esquerda: se Zyps < —2z,, rejeitamos Hy. Caso contrario, n3o rejeitamos Hj.

Exemplo 7.5.3. (Morettin e Bussab, 2017 - Adaptado) Uma estacio de TV afirma que 60% dos televisores

estavam ligados no seu programa especial da tltima segunda-feira. Uma rede competidora deseja contestar essa



afirmacdo e, com base numa amostra de 200 familias, constatou que 104 ndo assistitam ao programa. Avalie
a veracidade da afirmacdo da estacdo considerando o = 0, 05.
Solucao passo a passo:

Passo 1 — Definir as hipoteses:
Hy:p=0,6;
H,:p<0,6.

Passo 2 — Definir o estimador e a estatistica do problema:

Zobs = L NN(O,l)
po(1 —po)/n

Passo 3 — Sob H,, fixar o erro do tipo | e calcular a regido critica:

Como o = 5%, ent3o, utilizando a tabela da distribuico normal, percebemos que a regido critica é dada
por Zyps < —1,645;

Passo 4 — Calcular o valor da estatistica do teste e identificar se esse valor pertence ou n3o a regido critica.

Neste caso, temos que:

0,52 —10,6
Zobs == — = —2,31,

\/0,24/200

Ou seja, Z,,s pertence a regido critica, logo rejeitamos Hy;

Conclusao: ha evidéncias para concluir que a audiéncia do programa foi menor que 60%.

7.6 Outros teste de hipoteses

7.6.1 Testes qui-quadrado: aderéncia, homogeneidade e indepedéncia

O teste qui-quadrado pode ser usado nos seguintes casos:

= Teste de aderéncia (ou concordancia);

» Teste de homogeneidade (ou heterogeneidade);

» Teste de independéncia (ou contigéncia).

Existem outros testes que também utilizam a estatistica com distribuicao qui-quadrado, mas, aqui, vamos
abordar, em detalhes, somente os trés testes citados anteriormente.
Teste de aderéncia (ou concordancia)

Permite verificar a aderéncia (proximidade) de um conjunto de dados com relacdo a determinada distribuicdo

de probabilidade. Nesse caso, testamos as hipéteses

Hy:p=po



Hy :p # po,

sendo p a populacdo e py uma distribuicdo especificada. A estatistica do teste e a sua respectiva distribuic3o,

nesse caso, sao dadas por:

sendo s o nimero de categorias da variavel em estudo.

Exemplo 7.6.1. Podemos usar esse teste para avaliar se um dado € viciado ou nio. Para isso, precisamos
realizar um experimento de tal forma que se considere sucessivos lancamentos desse dado, com o nimero

de cada face obtida sendo anotada. Abaixo, temos um exemplo para 120 lancamentos.

Tabela 7.1: Frequéncias esperadas e observadas do experimento.
Face 1 2 3 4 5 6 Total

Frequéncia observada 10 25 30 35 10 10 120
Frequéncia esperada 20 20 20 20 20 20 120

Veja que a tabela, além dos valores observados do experimento, jd inclui os valores esperados, ou seja,
aqueles valores que esperamos que ocorra, se o dado n3o fosse viciado. Dessa forma, basta usarmos a

estatistica apresentada e verificar a validade da hipétese levantada.

Teste de homogeneidade (ou heterogeneidade)
Permite verificar se amostras diferentes em uma série de experimentos semelhantes s3o homogéneas ou
heterogéneas. Nesse caso, testamos as hipoteses
Hy:p1=po

Hy :p1 # pa,

sendo p; a populacao 1 e py a populacdo 2. A estatistica do teste e a sua respectiva distribuicao, nesse caso,
sdo dadas por:
T s 2
2 (0i; — Eij) 2
=Yy 2 ),
i=1j=1 ij
sendo v = (r — 1)(s — 1), com r denotando o nimero de linhas e s denotando o niimero de colunas da tabela

de observacées.



Exemplo 7.6.2. Podemos usar esse teste para avaliar se o desempenho de uma fabrica X na confeccdo
de parafusos € igual a sua concorrente Y. Para isso, precisamos realizar uma coleta de informacées das

duas fabricas, por tipo de parafuso. Abaixo, temos um exemplo de coleta.

Tabela 7.2: Frequéncias observadas do experimento.

_ Tipo de parafuso
Fabrica Total
A B

X 35 45 25 105
Y 40 42 10 92
Total 75 87 35 197

Dessa forma, basta usarmos a estatistica apresentada e verificar a validade da hipdtese levantada.

Teste de independéncia (ou contigéncia)

Permite verificar se existe independéncia entre duas varidveis medidas nas mesmas unidades amostrais (apli-
cavel nos casos em que n3o se dispde de uma teoria ou modelo para informar a respeito das probabilidade de

ocorréncia esperadas nas diferentes classes). Nesse caso, testamos as hipéteses
Hy : pij = pi.p.j, para todo par (3, j),

H, : pij # pip.j, para algum par (i, j),

sendo p;; a probabilidade de uma observacdo pertencer as categorias i e j, simultaneamente, e p;. = >77_; py;
e p.j = >.i_, pij as probabilidade marginais, com 7 = 1,2,....,7r e j = 1,2, ..., 5. A estatistica do teste e a sua

respectiva distribuicao, nesse caso, sao dadas por:

r oS (Oz _ Ez)2
i=1 j=1 ij
sendo v = (r — 1)(s — 1), com r denotando o niimero de linhas e s denotando o nimero de colunas da tabela

de observacdes.

Exemplo 7.6.3. Podemos usar esse teste para avaliar se o tipo de acidente (com feridos ou ndo) independe

do motoclista usar ou ndo o capacete. Abaixo, temos um exemplo de coleta.

Tabela 7.3: Frequéncias observadas do experimento.

Frequéncia Acidente com ferimentos Acidente sem ferimentos
Usam capacete 35 45
N3o usam capacete 40 42

Dessa forma, basta usarmos a estatistica apresentada e verificar a validade da hipétese levantada.




7.7 Exercicios

1. (Morettin and Bussab) [2017)) Uma maquina enche pacotes de café segundo uma distribuicdo normal com
média 500g e variancia 400g. Uma amostra de 16 pacotes foi coletada para verificar se a maquina esta

regulada e obteve-se X = 492g. Ao nivel de 1%, podemos afirmar que a maquina est4 regulada ou n3o?

2. (Morettin and Bussab, 2017)) Uma fabricante afirma que seus cigarros contém ndo mais que 30mg de
nicotina. Uma amostra de 25 cigarros fornece uma média de 31,5 mg e desvio-padrao de 3 mg. No nivel

de significancia de 5%, os dados refutam ou n3o a afirmac3o do fabricante?

3. (Morettin and Bussab, 2017)) Uma estacdo de TV afirma que 60% dos televisores estavam ligados no seu
programa especial da ultima segunda-feira. Uma rede competidora deseja contestar essa afirmacdo e, com
base numa amostra de 200 familias, constatou que 104 n3o assistitam ao programa. Avalie a veracidade

da afirmacdo da estacdo considerando a = 0, 05.






CAPITULO 8

Modelo de regressao linear simples

8.1 Introducao

Em muitos campos cientificos, ou até mesmo em situacdes do cotidiano, temos interesse em investigar se
duas ou mais variaveis estdo inerentemente relacionadas (mesmo que n3o exista relacdo de causa-efeito, podemos
investigar quaisquer relacionamento entre variaveis). Um engenheiro, por exemplo, pode estar interessado em
saber se a temperatura de um material apresenta alguma relacdo com sua resisténcia; por sua vez, um médico
pode precisar saber se o tempo de vida de um paciente é diretamente influenciado pelo seu tipo de alimentacao;
ou um comerciante, que deseja saber se em dias de chuva suas vendas sao afetadas ou nao.

Em todos esses cenarios, podemos aplicar uma das técnicas mais comuns e importantes em analise de
dados: a Analise de regressao. Ela estabelece um modelo que possa descrever a relacdo entre as variadveis
de estudo. Nesse modelo, temos a varidvel aleatéria Y, chamada de variavel resposta, e a varidvel observavel
X, chamada de variavel explicativa, explanatéria ou covaridvel. Em alguns textos encontramos descricoes de
variavel dependente para Y e variavel independente para X, porém essa terminologia é confusa, visto que a
utilizacdo de "independéncia", neste caso, é diferente dos casos em probabilidade e inferéncia, pelo simples fato
dos X’s ndo serem necessariamente variaveis aleatérias, logo ndo podem ser estatisticamente independentes.

Na regress3o linear simples hd uma forte indicacdo de que os pontos referentes ao par (X,Y) repousam
aleatoriamente dispersos em torno de uma linha reta. Consequentemente, é provavel considerar que a média da

variavel Y esteja relacionada a X pela seguinte relacao linear:

E[Y|z] = By + 1 (8.1)

E importante lembrar que essa esperanca é uma suposicao de que a regressao de Y em X ¢é linear, pelo
simples fato de n3o existir nenhuma teoria subjacente para apoiar a relacao de linearidade. Porém, trata-se de

uma aproximacao razoavel, uma vez que a relacdo linear é muito conveniente para se trabalhar.
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Assim, para sermos bem formais, devemos escrever:
ElY|z] ~ By + Pr

Entretanto, se comecarmos a partir da suposicdo de que o par (X, Y;) tem uma distribuicdo normal bivariada,
imediatamente segue que a regressao de Y em X é linear.

Voltando a ideia central do estudo, é notavel que, pela reta apresentada anteriormente, o valor de y nao
"cai"exatamente na linha da reta estimada, logo o valor de Y é determinado pela funcdo do valor médio (termo

deterministico) mais um termo de erro aleatério (parte aleatéria):
Y = 50 + 611‘ + €; (82)

Devemos fazer a suposicio de que os erros seguem uma Normal com média 0 e variincia fixa 02, ou seja,
EiNN(O, 0'2).

Consequentemente, temos:

Yilz; = Bo+ iz +e
ElYilz)] = E[fo+ iz + €]
= fo+ Bix + Elej]
= Bo+Bix+0
= Po+ piz

Da mesma forma,

Yile, = fo+ Bz + ¢
VIYilz] = VB + Brv + €]

—= 0‘2

Logo,
Yi|z;~N(Bo + Pz, 02)

8.2 Estimacao dos parametros

Para encontrarmos a reta que miniminiza as distancias entre o valor real, Y;, e o valor estimado, 371 devemos
minimizar o somatério dos quadrados dos erros. Nessa derivacdo iremos encontrar os pontos que satisfazem
tal objetivo e, consequentemente, serdo estes nossas estimativas para os parametros. Existem varios métodos
para encontrar tais estimadores, porém iremos usar o Método dos Minimos Quadrados. Para a estimacao pelo

Método de Maxima Verossimilhanca temos resultados idénticos.



O objetivo, portanto, é:

e = Y;— (Bo+ fix;)

e = [Y;i—(Bo+ 51951‘)]2
Soii = S — (Bo + Buzy))?
i=1 i=1

Considerando

Logo,
oF "
2 = 2 2[Yi— (Bo+ By (1)
660 i=1
oF "
— = 21Y; + b1x;
a5, 2 = (Bo + frzy)] (=)
By = Y -BX (8.3)
> iil Xzi/; — TLW
61 — b% 2 ny2 (84)
Para simplificar a escrita de E usaremos:
S,
B = sz

Estimados os valores, encontramos ent3o a reta estimada:

E:BB‘FE%

Vamos avaliar agora a validade (saber se o estimador é ou n&o viciado) e a precisdo (variabilidade) dos

estimadores dos parametros:

Ep] = B
. 2
VBl = ¢

Prova:



S
S:E:E
7 i (X — X)Y;
=]
" (Xi — X)E[Y]]
Sxx
i1 (X = X)(Bo + 51.X5)
wa
BoXi, (X, — X))+ 82, (X — X)X,
Sxaj
By, (Xi — X)X,
Sxx

= b

A variancia de 31 segue o mesmo raciocinio. Pode-se, portanto, mostrar também que:
E[ﬁo] = fo
—~ 1 7
V[ﬁo] = O'2 [ + ]

n o Sy

Vista as demonstracdes acima, seria interessante avaliar a relacdo existente entre (3, e (31, para isso calculemos
a covariancia entre tais estimadores, porém precisaremos de um Lema e um resultado para obter tal resultado,

observe abaixo.
Sejam Y7,Y5, ..., Y, varidveis aleatérias n3o correlacionadas com V[Y;] = o2 para todo i = 1,2,...,n.

Suponhamos que ¢y, ¢y, ..., ¢, € dq, ds, ..., d, sejam dois conjuntos de constantes. Entdo

n n n
Cov lz ciYi,ZdiY;] =Cov [Z cidi] VY]
i=1 i=1 i=1
O que serd demonstrado/calculado agora serd muito dtil para alguns outros resultados.

Cov(Y,B;) = C’ov(zn:

Portanto, a relacao existente é:
COU(B\O, BI) = Cov(Y — X, BI)
= COU(?a B;) - CO’U(EY, B\l)
= 0-XV[3]

To?
SCEQ?
A medida que aumentamos o valor da inclinacido da reta de regressdo, diminuimos o "corte"na reta Y, pois

a covariancia entre as estimativas é negativa.



8.3 Anadlise de variancia

A principal medida para quantificar o qudo bom é um modelo estimado para os dados é a sua variancia.
Entretanto, usar o somente o termo variancia como sendo a principal medida n3o é o ideal em modelos de
regressao linear, visto que vamos trabalhar aqui com o particionamento da variabilidade, ou seja, tal analise
desmente seu préprio nome, pois n3o estd preocupada em analisar variancias, mas sim, a variabilidade das
médias ou, simplesmente, a significincia do modelo de regressdo. Ent3do, caro leitor, parece razoavel, para
iniciarmos o estudo, comparar os valores de Y; com a média da variavel resposta, pois essas distancias nos
informar3o se a reta de regressao € significativa ou ndo para os dados. Assim, se ndo houver efeito de regressao
o comportamento dos dados pode ser explicado pelo prépria reta da média, ou seja, Y.

Em suma, para anélise de variancia, iremos comparar Y; com Y, ou seja, iremos particionar o seguinte

somatorio:

i=1 i=1
YT T T
=1
Y TR G- VR 2 - Y - T)
=1 =1 =1
Mas a terceira parcela da soma é o mesmo que:
> =TI -T) = S00- T - S0 -T)Y
Calculando cada parte, temos:
ST = ¥[S0 (ot )
=Y ilyg —éBB“‘EIi]
- T[Syl Yl
=Y -zn:Y,» —n@—kn@X]
Li=1
- Y ij —n(Y + 5 X) —i—nEX]
Li=1
_vlyy —nY—nEX—I—nBIX]
Li=1




YT = YT

s
Il
—
-
Il
—

[Yi(go + lez) - (BO + Bﬂi)z}

I
=

Il
o

Portanto:

SV =Y =Y (Vi-Y)+ X (Y -V) (8.5)
Em palavras, tal resultado é:

. SQtotal = Z?:1<Y; - ?)2

o~

. SQ’res = ?:I(Yi - YZ)2
 SQuy =X, (Vi - VP

Para a construciao do teste de hipdteses que compde a analise de variancia, precisaremos de um teorema

que nos informa um resultado muito importante.

Teorema 8.3.1 (Cochram). Se todas asn observacdes Y1, Ys, ..., Y, independentes, vém da mesma distribuicdo
normal com média ju e varidncia 02 e a soma de quadrados total é decomposta em k somas de quadrados SQ,,

cada uma com seus respectivos graus de liberdade, entido

Sk

o2

sdo variadveis aleatérias com distribuicdo quiquadrado, independentes, com gl; graus de liberdade se

Z 9l = gliotal

k=1
Sabe-se que
 SQrota =20 (Vi = Y)2—=(n—1)g.l.
= SQres = Y0 (Y — Yi)2—(n — 2)g.l.
" SQreg =30 (Yi —Y)2=1g.l,
Entao
Gliotat = Glreg + glres

(n—1) = 1+(n—2)



Resultado que satisfaz a primeira condicdo do teorema. Para satisfazer a segunda, devemos supor, sob

alguma condicdo, que os Y/s sdo independentes. Para isso considere a hipétese

Hy:5=0
Se H, for verdadeira, entdo
Yi=pBo+e
Consequentemente
EY] = po
vy = o?
Nos levando a afirmar que
Y;~N(Bo, 0%) (8.6)
Dessa forma, as condicdes do Teorema de Cochram, sob H, verdadeira, sdo satisfeitas e assim, podemos
dizer que:
SQre
— ~ X1
SQ'I’@S

o2 X(n—2)

Mostrado tudo isso, podemos enfim chegar na Gltima parte da anélise de variancia, o teste F. Pelo Teorema

de Cochran, podemos saber a distribuicdo de:

SQre

029 ~ x*(1)
SQT’ES

i X’(n—2)

Consequentemente, sob H verdade, a divisdo de de duas quantidade com distrbuicdo quiquadrado com 1

e n-2 graus de liberdade, respectivamente, tem distribuicdo F(1,n-2):

SQreg

= S
= SQreg _ QMreg

sigeg S,?_r;s QMT’BS ( n ) ( )
n—2

Toda a teoria acima foi desenvolvida para testar a hipétese nula antes definida, isto é, rejeitaremos H se
P(F(1,n—2)>F)) < «

Em que « é o nivel de significancia adotado no teste.
Estamos fazendo todas as suposicdes acima sob Hj verdade, pois queremos saber se é vantajosa a adocdo

do modelo linear, ou seja, é observar a reducdo do residuo. Se tal reducdo for muito pequena, os dois modelos



serdo praticamente equivalentes, e isso ocorre quando a inclinacao é zero ou muito pequena, ndo compensando
usar um modelo mais complexo.

Em resumo, caro leitor, temos a seguinte sucessdo de ideias: realmente a soma de quadrados pode ser
decomposta (soma de quadrados de residuos com a soma de quadrados de regressdo). Como os Y/s sdo

7

independentes, sob a hipétese nula de 3; = 0 ser verdade, entdo, pelo teorema de Cochran, podemos definir

% e % tem distribuicdo quiquadrado com 1 e n — 2 graus de liberdade, respectivamente. E,

que
dividindo tais valores, chegamos na estatistica F' que justamente vai nos informar a veracidade da hipétese nula
ser rejeitada ou n3o. Para sermos mais direto, rejeitar a hipdtese nula, isto é, ha coeficiente angular, nesse caso,
é dizer que a regressdo € significativa, até porque sem este parametro haveria apenas uma reta constante em
Bo. Portanto, a relacdo linear entre X e Y sera significativa se rejeitarmos Hj,.

A tabela ANOVA (Anilise de Varidncia) é constituida pelas seguintes quantidades:

Tabela 8.1: ANOVA

Fonte de variacio GL SQ QM Fo
~ n = N S reg MT@Q
Regressio 1 r (YY) e %
Residuo 2 YL (Y;-Y;)? 5%
Total n-1 2?21 (Y; - ?)2

Tal coeficiente nos informa o quao a variabilidade total é explicada pelo modelo, quanto mais préximo de

1, melhor é o percentual. A medida é denotada por R? e é delimitada no intervalo [0,1], sendo definida por:

_ 9Qreg

R* = 8.8
5Qres (8:8)
O coeficiente de determinacdo ajustado pelos graus de liberdade é definido por:
SQreg
n—2
szust =1- SQres (89)
n—1

Para a SQ,¢, faremos, primeiramente, um pequeno calculo para simplificar os passos para essa soma de

quadrados.

n

SQreg = 2(2_7)2

=1
Mas sabemos que:
Y, = Bo+BX
Y, = Y-3X+B6X,
V,-Y = =p(X;—-X)



Substituindo,

Sy = (V- V)

Feito isso, podemos calcular sua esperanca.

SQreg = B1Su
E[SQre)) = E[B} Sl
= S..El5
= SwlV(B) + E*(B))]

2
_ 9 2

= 04 25, (8.11)

Como

SQreg
1

QMreg =

Ent3o

SQ'reg - QMreg
ElQM, | = 02—1-3%311 (8.12)

Também podemos calcular a esperanca para SQ,s:
SQT@S = Z D/z - 2]2
i=1

Utilizando o teorema de Cochram, podemos deduzir que:

SQT‘€S

— XA (n —2)
o
o[ - -
E[QM,.] = o (8.13)

Portanto, QM,.s é um estimador n3o viciado para ¢%. Porém, o que calculamos acima n3o foi uma

desmonstracdo plausivel. Sem o auxilio do teorema, devemos fazer:



QMres =

n—2
S res
v = £[2%]
E[S res

Para descobrir E[SQ,.s], deve-se seguir o raciocinio:

SQtotal = SQres + SQreg
SQres = SQtotal - SQreg
E[SQres] - E[SQtoml] - E[SQreg]

Devemos encontrar E[SQiotq] para chegarmos na E[SQ,s], pois ja calculamos E[SQ;,]-

SQtotal = Z }/;2 - n?z

=1
E[SQoa] = E [Z Y —nyﬂ
=1
- E [an Yf] — E [nY”]
=1

VIV + E*[Y])] - n[V[Y] + E*[Y]]

I

=1
n 2
= Z [02 + (Bo + 51331')2} - [(; + (Bo + 51X)2]
i=1
= (n—1o*+ B’ [z": X = nX]
i=1

E assim:

E[SQres] == E[SQtotal] - E[SQTEQ]
= (n — 1)0’2 —+ 612 [Xn: )(l2 — TLX] . 61259036

i=1

= (n — 2)0’2 (814)

Como ja citamos, QM,.s é um estimador n3o viciado para a variancia:

E[S res
= 0'2



Podemos agora substituir tal estimativa para encontrar mais alguns resultados importantes como, por exem-

plo, o erros padrdes abaixo:

~ o
o QMres
B Szx
. 0.2 ?f Xi2
VB = n;
— 5_22?7 Xz2
Vi) = =3
QMresE?zl Xi2

NSy

8.4 Teste de hipoteses

Sabemos que

R 0.2 n_ Xi2
Bo~N <5O,Z_1)
NSy

Considerando H, : By = 3 verdade:

. . 0.2 ?— Xi2
Bo~N (50 7_1>

nSza
Ent3o:
S B ~N(0,1) (8.15)
022?:1 X;2
nSzz

Como n3o conhecemos o2, vamos recorrer a

EO*BO*
0222;1 X’i2
R
[5Qres ~ t(n—2)
P
n—2
fo = fo ~ t(n—2) (8.16)

QMyes Z?:l Xlg
nSzax

E, portanto, rejeitaremos H se

Plt(n — 2)<|to|] + P[t(n — 2)>|to|] <«



Para (3; temos o mesmo raciocinio. Sabemos que

=N 2
&~N<m“;)

Considerando Hy : 3y = 7 verdade:

Logo

Utilizando novamente o artificio:

B — B

o~ 2 (8.17)

E, portanto, rejeitaremos H se

Plt(n = 2)<[to|] + P[t(n — 2)=[to[|<a

8.5 Intervalos de confianca

Para estabelermos um intervalo de confianca com (1 — «)% de confianca, devemos ter uma quantidade

pivotal e uma distribuicao, que nao depende do parametro, para esta quantidade pivotal.

Para (3,

Sabemos que a quantidade pivotal para esse caso é:

BO - BS : t( . 2)
QM, o
Logo
i X7
I C'l—a[ﬁ()] - ﬁo:l:t(l a)(Tl - 2) QMres nS (818)
Para (;

Sabemos que a quantidade pivotal para esse caso é:

Bo— B _
QMTES
S(L‘.’IJ

t(n —2)



Logo

QM’I‘ES
SIIE

I.Cq_o[B1] = 31:‘:75(1—%)(” —2) (8.19)

Digamos que x( seja um valor especifico da variavel preditora. Primeiro, considere estimar a média da

populacdo Y associada com xy. Depois faremos isso para a varidncia, partindo, em ambos os casos, de:

571' = 30+B19€o
(?z‘|95:$0) = BoJrBﬂo

EDA/”Q? =7 = E[BO + 31150]
= E[go] + IOE[BI
= o+ Bixo
VIYilr = x0] = V[Bo + Bixo)

o? o?
= ; + (l’o - T)QSmx
1 (,IO — 5)2
_ 2| -
-7 [n + S

Ent3o

Vile = mo~N (50 + Bixg, 02 li + WD

1.C. [50 + ﬁlxo] = S

(172‘1: - xO)itl—%(n - 2)\] QMres [:L + M]] (820)

O comprimento do intervalo é mais curto se x( estiver mais préximo de T e minimizado em zy = 7.
Um tipo de inferéncia a qual ndo falamos até agora é a previsao de uma variavel aleatéria, que até o presente

nao for observada, Y, um tipo de inderéncia que é de interesse em uma regressdo. Assim,



ElY,-Yy] = E[Y)] - E[Y)]
= E[By + Bimo] — E[Bo + Przo + €]

= Bo+ Bixo — Bo — Bixo
=0

Para a variancia devemos saber que cov(Yy, Yy) é zero, pois como Y n3o pertence ao conjunto de observa-

cdes Y1,Ys, ..., Y, utilizadas para estimar os parimetros, entdo Y e Y, por suposicio, sdo independentes, ou

seja, zero.
VYo —Yo] = V[Yo] + VI[Yy] — 2cou(Yy, Yp)
— 0_2 ll + W‘| —+ 0-2
n S:ca:
1 (l’o — f)2
2

— 1 — - 5

Entao

- 1 - 7)?
Yo — Yo~ [0,02 [1++MH
n S:vac

(8.21)

3 1 (z9—7)?
['C'(l_@) [}/0 o Yb] = t(l—%)(n - 2):|: QMres [1 + g + U)]

S:E(E

8.6 Técnicas de diagnostico

Ajustar um modelo requer vérias suposicdes. A estimacdo dos pardametros do modelo requer a suposicdo
de que os erros sejam variaveis aleatérias ndo correlacionadas com média zero e variancia constante. Testes de
hipdteses e estimacao do intervalo requerem que os erros sejam normalmente distribuidos. Assim, consideramos
que a ordem do modelo esteja correta. Porém, o estatistico deve sempre duvidar da validade dessas suposicoes
e conduzir anélises para examinar a adequacdo do modelo que esta testando. A principal anélise para isso é o

estudo dos residuos. Os residuos, como sabemos, sdo definidos por
e =Y —Yi
Vamos entdo aos passos para investigacao:
l. Investigacao de homocedasticidade - Variancia constante

Graficamente (e;2.X;), se a varidncia ndo é constante, teremos comportamentos em que a variancia aumenta
com o aumento de x; variancia diminui com o aumento de x ou variancia aumenta e depois diminui com o

aumento de x.



Il. Investigacdo de normalidade dos dados

Para investigar a suposicao de normalidade devemos comparar os quantis tedricos com os quantis observados.

Para isso, devemos ordenar os residuos de forma crescente e plotar o grafico que devera ser uma reta:

e(i) x ®°* <Z_1/2)

n

Os testes existentes sdo o de Sapiro-Wilk e Kolmogorov-Smirnof. Em ambos, a hipotese nula é de normali-
dade dos dados.

I1l. Adquacidade dos modelos

As vezes, observando apenas o grafico de dispersdo, n3o é possivel percebermos que o modelo de regressado

linear é adequado. Para melhorar esta forma de comparacdo, faz-se os graficos de:

XZ‘XGi

~

Yi x e

Se a dispersao tiver formato de curva ou qualquer outra forma que n3o se assemelha a uma reta, entdo
o modelo n3do estd adequado. Na secdo sobre o uso do R no estudo de regressdo, comentaremos mais sobre

residuos e sobre alguns graficos importante para essa analise.

8.7 Outros modelos lineares simples

Modelos linearizados

Quando aplicamos analise de regressao ao estudo da relacdo funcional entre duas variaveis, o problema da
especificacao consiste em determinar a forma matematica da funcdo que sera ajustada. Mostraremos agora que
existem modelos nao-lineares que se transformam em funcdes lineares por anamorfose, isto é, por substituicdo

dos valores de uma ou mais varidveis por funcdes destas variaveis. Veja um exemplo:

Exemplo 8.7.1. Para o modelo abaixo podemos apenas aplicar o logaritmo para termos funcées lineares:
Y, = Boﬂfiﬁlei
n(Y;) = In(Boxi™e;)
In(Y;) = In(Bo)+ Biln(x;) + In(e;)

Assim:



Obs: Se aplicarmos a exponencial no pardmetro, teremos o verdadeiro valor da estimativa, porém esse

estimador ndo tem as mesmas propriedades ja ditas até aqui.

Transformacao de Box-Cox

Realizamos uma transformacdo na varidvel com o objetivo de estabilizar a variancia e deixar os dados com
comportamento normal, ou seja, estaremos adequando o modelo de modo a ficar com homocedasticidade e

normalidade quanto aos residuos. Veja os casos abaixos:

= Quando a variavel resposta se refere a contagem (distribuicdo de Poisson, por exemplo, em que a esperanca

é proporcional a varidncia) usaremos a transformacgo:

Y* =Y

» Quando os dados da variavel resposta refere-se a proporcao usaremos:

Y* = arcsenVY

= Em outros casos usaremos:
Y*=InY

A proposta para essa transformacao é encontrar o valor de uma constate A\ para usarmos em:
Y* — Y)\
Usando o método de maxima verossimilhanca para encontrar tal valor, obtém-se:

Yr—1 )\#0

AY AT

Yy — A=0

1
Y* :l —1
! [nzyzl lnY;]

Sendo

De maneira geral, utiliza-se
YA , A£0
InY , A=0

Em programas estatisticos, especificamente o R, o comando para fornecer o valor de A nos diponibiliza o
grafico de sua funcdo de verossimilhanca nos informando o intervalo de confianca para tal constante. Desse
modo, se o zero pertence ao intervalo, usamos o logaritmo dos dados, mas caso nao esteja, usamos os dados

elevado ao valor de \.



Modelo de regressao linear simples passando pela origem

Y, = bz + ¢ (8.22)

Usamos esse modelo quando nao rejeitamos a hipétese nula Hy : 3y = 0 para o modelo

Y, = fo+ bz + e

Atente-se que n3o usamos esse modelo pelo motivo de termos um par (0,0) nos dados. Nos sé utilizamos

quando a hipdtese nao for rejeitada.

Estimacao do parametro

ilef = i(}i_ﬁlxz)z
OF u
7 = ;2((36—61%))( )(=1)

Igualando a zero:

Z Y lez xz) =0
=1

inyi - azfﬁf = 0
i=1

i=1

> Doy Tili
ho= SR - (8.23)
1=1 “*1



Propriedades dos estimadores

Anadlise de Variancia

Até agora tivemos o mesmo raciocinio em comparacdo com ao modelo Y; = Sy + [1x; +e;. Porém, a anélise
de variancia para este modelo tem raciocinio diferente. O leitor ja deve saber que no modelo com intercepto
utilizamos o valor da amostra, Y;, em comparacao com a média amostral, Y. Isso ocorre, porque se o modelo
ndo for ideal aos dados, todos os pontos estardo na reta Y, dessa forma, a soma de quadrados total se refere a
soma de todos os pontos da amostra com a média com o intuito de andlisar a significancia da regressdo. Como

neste modelo n3o tém-se o intercepto, a soma de quadrados total serd a distancia dos pontos amostrais em

relacdo ao eixo das abcissas, ou seja, neste modelo teremos:

SQtotal

3 (Vi - 0)?
=1

NG

=1



Desenvolvendo:

SQtoml - Z)/ZQ
i=1

n

= Y[V - V) + V.

=1

D 7 AL S T b S A )
=1 =1 =1

= Y-V
=1 =1

SQtoml = SQTes + SQreg

Em que, para este caso

» SQiotar tem n graus de liberdade
" SQes tem (n — 1) graus de liberdade

» SQrey tem 1 grau de liberdade

As condicoes do teorema de Cochran foram atendidas, ent3o:

SQreg
0-2

SQT’CS
e X’(n—1)

Portanto, para o teste de significancia do teste, teremos uma distribuicdo F'(1,n — 1). Observe a tabela:

Tabela 8.2: ANOVA

Fonte de variacdo ~ GL SQ QM F
—
Regressio 1 i Y s %
Residuo n—1 Yr,(Y;,-Y)? S
Total n—1 Y

Coeficiente determinacao

Neste caso ndo calculamos R? para os dois casos e comparamos. Ao invés disso, comparamos o valor do
quadrado médio do residuo do modelo com intercepto com o modelo sem intercepto. Aquele que tiver menor

valor é o modelo que esxplica melhor a variablidade dos dados.

8.8 Exercicios

1. Ajuste um modelo de regressao linear simples, a partir do conjunto de dados disponivel em https://
www.ime.usp.br/~giapaula/trees.dat, com a primeira coluna sendo a variavel resposta e a segunda

sendo a variavel explicativa. Avalia a significancia dos parametros e interprete os resultados.


https://www.ime.usp.br/~giapaula/trees.dat
https://www.ime.usp.br/~giapaula/trees.dat

2. Ajuste um modelo de regressao linear simples, a partir do conjunto de dados disponivel em https:
//www.ime.usp.br/~giapaula/imoveis.dat, com a primeira coluna sendo a varidvel resposta e a
segunda sendo a variavel explicativa. Realize analise de diagndstico com as ferramentas apresentadas

nesse capitulo.

3. Ajuste um modelo de regressao linear simples, a partir do conjunto de dados disponivel em https://
www.ime.usp.br/~giapaula/vendas.dat, com a primeira coluna sendo a variavel resposta e a segunda

sendo a variavel explicativa. Interprete os resultados da tabela ANOVA.


https://www.ime.usp.br/~giapaula/imoveis.dat
https://www.ime.usp.br/~giapaula/imoveis.dat
https://www.ime.usp.br/~giapaula/vendas.dat
https://www.ime.usp.br/~giapaula/vendas.dat

CAPITULO 9

Modelo de regressao linear mdaltiplo

9.1 Introducao

Considere, para o prosseguimento desse capitulo, algumas mudancas nas notacoes. Para o vetor da variavel
reposta, teremos Y; representando a matriz de covariaveis X;1, X;o, ..., X;z, tem-se X. Para o vetor de para-
metros do modelo de regress3o linear miltipla, passaremos a usar 3, e para o vetor de erros (&;), usaremos &.

Para as esperancas e demais calculos, usaremos sempre vetores.

De acordo com as notacdes definidas anteriormente, o modelo de regressdo passa a ser

Y=X3+¢
Na qual o vetor Y, de ordem nx1, é dado por
_ v -
Ys
Y=|Y;
Y,

A matriz X, de ordem nxp, sendo p = k + 1 o nlimero de parametros, é dada por

1 Xll X12 e Xlk:
1 X21 X22 e XQk;
X - 1 X31 X32 Tt X3k
1 an Xn2 T Xik

101



E, finalmente, a matriz de parametros, de ordem px1, e a matriz de erros, com ordem nx1, dadas por

A
e

En

Em suma, o modelo de regressao linear multipla é dado por

Y; Bo + B1X11 + BaXio + ... + B Xak + &1
Y, Bo + L1 Xa1 + BaXoo + ... + BrXok + €2
Yy | = | Bo+ BiXs1 + foXso + ... + B Xsp + €3

L Yn ] L 50+61Xn1+62Xn2+...+ﬁank+5n ]

Passaremos ent3o a escrever as suposicoes de outra forma, ou seja, sua distribuicdo serd agora uma distri-
buiciao n-variada:
£i~N,(0,0%1)
Sendo 0 o vetor de 'zeros’ e I a matriz indentidade. A conclusdo consequente dessa suposicdo para os erros é:
E[Y] = E[X(+¢]
= X8+ E[¢]
= XB
VY] = V[X5+¢]
= Ve

= o2l

Entdo o vetor Y tem distribuicdo
Y~N, (X3, %)

9.2 Estimacao dos parametros

Da mesma forma como na regressao linear simples, vamos estimar os parametros pelo Método dos Minimos
Quadrados. No modelo antes estudado tinhamos que minimizar Y, &,%, agora teremos que minimizar tal valor

na forma matricial, isto é



Como ¢; = (Y — X[3), entdo
efe = (Te)T(%¢)
= Y'Y - Y'X3 — (XB)TY + (XB)T(X5)
= YIY - YIX3 — gTXTY + gTXTXp

Mas
YIX3 = gTXTY

Ent3o
ele = YT —2YTXpB + fTXTXp

Essa simplificacao nos ajuda na derivacdo em relaciao ao vetor de parametros, isto é

d(e” d
Nessa derivacao de matrizes, precisamos dos seguintes resultados
da™X a
dX
dX"aX
X = 2aX
Ent3o, respectivamente, temos os valores
aY'xp
= (Y'X
o= )
= (XTY)
dTXTX B .
—— = (¥'X
e (Y7X)
= 2(XTX)p
Igualando a zero
—2XTY +2(XTX)3 = 0
(XTx)g = X'y
(XTX)I(XTX)3 = (XTX)~'XTY
g = (XIx)"'xTy

Vamos agora estimar o vetor de parametros utilizando o Estimador de Maxima Verossimilhanca. Como

Y ~N,(X3,0%I)



A funcao densidade da Normal Multivariada
Ve, (15)
E dada por

1 —1 -1
Frly) = [CREIE 5 (Y= (Y- M)} :

Onde " é o determinante da matriz de varidncias e covariancias. A funcdo de verossimilhanca é, entao,

exp

dada por:

meﬁzgﬂ@zwmmmuiw—xmﬁv—mﬂ

Aplicando o logaritmo, temos:

U(8,0%) = —5In(27) = Sin(0?) = (Y = XB)T(Y = X8)

1
2
Se derivarmos em relacdo ao vetor de pardmetros chegaremos a mesma expressdo encontrada pelo Método dos
Minimos Quadrados, isto é,

B = (XTX)" X1y
Porém, vamos utilizar a expressdo do logaritmo acima para calcular a estimativa de o2:

B _  n o (Y=XB)T(Y-X)

Jo 202 204

Igualando a zero:

o (Y= XB)T(Y - X)

202 204 =0
(Y-X3)"(Y-X3)  n
204 202
> (Y = XB)"(Y = X3)

o = .
n

Vamos demonstrar agora que o vetor de parametros estimados anteriormente é nao viciado para os parame-

tros. Vamos também calcular o vetor de variancias.

E[f) = E[X"X)'X"Y]
= (XTX)"'XTE[Y]
= (XIX)7Xp
=

Para a variancia, devemos saber um resultado simples

VI|AY] = AV]Y]AT



Logo, as variancias temos
VIB] = V[(X"X)"'X"Y]
= (XIX)IXEVY)[(XT X)X
= (XTX)"IXToIX(XTX) ™!

= ZA(XTX)IXIX(XTX) ™
— UQ(xTx)fl
A matriz de varidncias e covariancias fica
1 X Xig Xik
1 Xo1 Xoo Xog
X=1]1 X3 Xz X3,
1 an XnQ sz

9.3 Analise de Variancia

Para o modelo

Y, = Bo+ 51X + BoXio + ... + +8: Xk + &

Testaremos as seguintes hipéteses para avaliar a significancia do modelo

H()Zﬁl == 62 == ... = Bk =0
H;:pelo menos um (3;£0

Se pelo menos um parametro for significativo entdo o modelo faz sentido. A seguir mostraremos as partes
da analise de variancia da forma como ja estamos acostumados para depois mostrar a forma matricial, dessas

partes.

Parte I: Soma de quadrados total

SQuia = Y (Vi V)

Mostrando cada parte matricialmente:



Bem como

v - lry
n
— lYTl'
n
— 1
Y' = Y1’y
n
Entdo nY " é dado por
Y = ¥’y
n
— Lyrary
n

Assim
1
SQuoar = Y'Y —=YT11TY
n

_ Y {—111T] Y
n

Parte Il: Soma de quadrados dos residuos

No método linear simples, tinhamos que desenvolver

n

SQT‘@S - Z(}/z - 5;;)2

=1

Porém no modelo linear miultiplo, temos que desevolver
SQres = (Y = XB)T (Y = Xp)
Assim,
SQres = YTV —YTXE - (XB)TY + (XB)'X}j
= YTy —28"XTy + BTXT X .
Sabendo que
B =(X"X)"'X"Y

Podemos substituir na expressao da soma de quadrados

SQres = YUY = 2[(X"X)'XTY) XTY + [(X'X) "' X"Y] XTX[(X"X) "' X"Y]
= Y'Y - 2Y"X(XTX)"'XTY + YIX(XTX) ' XTY
= Y'Y - YIX(XTX)"'XTY
= YT[I - X(XTX)" X"y



Observacao: a expressdo acima encontramos a expressdo da matriz H, muito utilizada nos conceitos aprofun-

dados de regressao.
H=X(X"X)'x”

Parte Ill: Soma de quadrados de regressao
Como ja calculamos duas partes da decomposicdo da soma de quadrados, faremos agora apenas a subtracao:

SQreg = SQtotal - SQres

Assim

1
SQrey = Y7 _EHT Y -Y'[I -HY

1
= Y'Y - - Y"11"Y - Y'Y+ YTHY
n
1
= Y'HY - ~YT11TY
n

1
= YT [H ——117
n

9.4 Teste de hipoteses

Nos testes individuais dos parametros, estamos interessados em saber se determinado parametro é igual a

determinado valor, isto é, estamos interessados em testar as seguintes hipdteses:
Ho = B; = Bjo
Hy = B;#0j,

Como todo teste, precisamos encontrar a quantidade pivotal. Como os (3, sdo funcdes de varidveis aleatdrias

com distribuicao Normal, entdo podemos assumir que

5j0NN(ﬁj7 ’UCLT(ﬁj))

Pois, como ja demonstramos

Elf] =28
Tendo a distribuicdo, encontramos a quantidade pivotal
5j — 5j0 NN(Oa 1)

\var(B)
Sabemos que a matriz de varidncias e covariancias é dada por

U(Bo) COU(BO, Bl) COU(BO, 52) e COU(BO; Bk)
cov(Bo, B1)  wvar(By)  cov(By, Ba) -+ cov(Br, i)
V@): 000(30,32 By, B

) COU(BDBZ) UW(@) oo cov(fBa, Br)

| cov(o.Br) cov(BrB) cov(Ba ) - war(By)



Mas se estamos trabalhando com matrizes, como extrair a variancia individual do pardmetro? Simples, usaremos

o seguinte artificio
V(B) = 0'203“

Sendo C; o elemento de ordem j + 1 da diagonal da matriz (X" X)~! Com isso, podemos chegar em

ﬁj — BJON

N(0,1
o2~V O.)

Como n3o temos conhecimento sobre a variancia, utilizamos o Teorema de Cochram

SQres NXQ

o2

Para conseguirmos, finalmente, a quantidade pivotal para o teste
B — B;
—E——==t(n —p)
QMrestj
Assim, para um nivel de significancia «, rejeita-se H, se

= Teste bilateral

lto| > t1-¢(n —p)
= Teste unilateral

ty < to(n—p)
to < ta(n—p)

Definido da mesma forma que no modelo simples, ou seja,

_ SQreg
SQres

O valor alto do coeficiente de determinacdo, a medida que aumentamos o nimero de variaveis, nao significa

R2

que tais variaveis sdo signifitativas para o modelo, e sim porque o modelo estd 'inchado’. Por esse motivo,
usamos o coeficiente de determinacdo ajustado:

SQ’V‘ES

2 - n—p
R o 1 SQtotal ’

n—1

9.5 Intervalo de confianca

No modelo de regressao linear simples, o intervalo de confianca para o valor esperado era calculado por meio
de um dado valor X e entdo encontrava-se esperanca e variancia do valor esperado. Agora, faremos o mesmo,
porém em liguagem matricial. Ao invés de estar disponivel o valor de X, agora teremos o vetor abaixo, ja que
temos um modelo multiplo:

T
X0=[1 Xor Xoz -+ Xog



Entdo para obter o valor esperado da expressdo E[Y|Xy] = 30 + 31X01 + BQXOQ + ...+ BkXOk na forma de
matriz, basta fazermos:
COLOCARR
Ou seja,
E[Y|Xo) = Xo'B
Para a construcdo do intervalo de confianca precisamos da esperanca e da variancia dessa estimativa:
EXo"B] = Xo"E[f]
= Xo'B
VIXe"B = Xo"V(B)Xq
= X'(XTX) %X,

Dessa forma a quantidade pivotal fica:

E[Y | Xo] — B[Y|X]

VX (XTX) 102X,

Utilzando novamente o Teorema de Cochran e dividindo pela qui quidrado, chegamos em:
E[Y|Xo] — E[Y|X|

VQMresXoT(XTX)~1X,

~N(0,1)

~t(n —p)

Assim, o intervalo fica definido como

L.C[E[Y|X]| = {XOTB + s (n — p)y/QMresX,T(XTX)1X,

Diferentemente do Intervalo de Confianca, tal intervalo representa um valor de Y que nao esta presente na
amostra, por isso denota-se Y;|X(. Para encontrarmos um intervalo para essa quantidade devemos utilizar o
seguinte artificio:

D = Y| Xo — Yol Xo
Entdo, seguiremos os passos da construcao de tal intervalo, ou seja, calcularemos a esperanca e a variancia de
D.
E[D] = E[?O|X0 — Yo Xo
= E[X{B— (XgB+e)]
= EXg5) - E[Xg 8] - B[]
= XgB-X3 8
=0
VD] = VI[¥o|Xo — Yo|Xo]
= VYol Xo] + V[Yo|Xo] — 2C0v[Yy| Xo, Yo| Xo]
= VIXgBl +VIX{B+e] -0
= V[XOTB] + o?
= o1+ X5 (XTX) ' X,]



A quantidade pivotal fica, portanto

Yol Xo — Yol Xo — E[Yo|Xo — 5| Xo]

-~ - N(0,1)
VVar[Yo| Xo — Yo | Xo — E[Yo| Xo — Yo| Xo]]
Yol Xo — Y| Xo — 0
O’ 0 O’ 0 -~ N(O,l)
Vo[l + XF(XTX)~1Xq]
Yol Xo — Yol X,
O‘ 0 0‘ 0 ~ N(O,l)

VRl + XT(XTX)1X]

2

Como devemos estimar a variancia, utilizaremos o Teorema de Cochran para substituir 6%, ou seja, ficaremos

com R
Yol Xo — Yo|Xo

VOM,oi1+ XT (XTX)1X]

~N(0,1)

E o intervalo é dado por:

L.O.Y3|X] = [XT Bty (1 — p)y QMo (1 + XF (XTX) 1 X0)

9.6 Técnicas de diagndstico

No modelo classico, as suposicdes sdo adotadas sobre a fonte de variacdo e a ela associa-se normalidade,
homocedasticidade e independéncia. Apds o ajuste do modelo é necessario verificar se essas suposicGes estdo
sendo obedecidas ou n3o (avaliacdo do ajuste), bem como verificar a existéncia de pontos remotos (outliers),
pontos influentes e/ou pontos de alavanca (analise de sensibilidade).

Nos modelos classicos, a avaliacao do ajuste utiliza a andlise de residuos para validar determinadas suposicdes,

tais como:

i. Homocedasticidade;
ii. Normalidade:
iii. Independéncia dos erros;

iv. Existéncia de pontos discrepantes.

Considerando o modelo classico
y = X[ +¢,
com ¢ ~ N,(0,0°T), cujo estimador de 3 é dado por B = (XX 1XTy), entdo temos que y = X3 =
X(X"X"'XTy) = Hy (a matriz H é chamada de matriz hat ou matriz chapéu). A partir disso, podemos

definir trés tipos de residuos: ordinario, estudentizado internamente e estudentizado externamente.

O residuo ordinario ¢ definido por

e=y-y=(-Hy=(1-Hy



logo, € ~ N(0,0%(1 — H)), ou seja, enquanto a fonte de variacdo é suposta independente e com mesma
variancia, os residuos do ajuste, no entanto, apresentam variancias diferentes, pois sua distribuicdo depende de
0% e da matriz H. Assim, considerar ¢; = €; pode n3o ser adequado devido a essa heterogeneidade.

Uma alternativa a isto, é construir residuos que ndo dependam dessa quantidade, pois assim podemos realizar
comparacdes entre os mesmos. Se o2 for conhecido, podemos padronizar o residuo ordinario dividindo-o pelo seu
desvio padrdo, /o2(1 — h;;)em que h;; denota o i-ésimo elemento da diagonal principal de H). Dessa forma,
a distribuic3o dos residuos padronizados nio depende mais da variancia. Se o2 for desconhecido, dividimos por

s2(1 — hy;), e chamamos essa quantidade de residuo estudentizado internamente:

~ ~

€ - €;
\/82(1 - hu) B \/Q'\/Ires(1 - h%>7

Os residuos estudentizados internamente resolvem o problema das variancias distintas, porém um valor

Sk

1=1,2,...,n.

discrepante pode alterar profundamente a variancia residual. Além disso, tem-se o fato de que o numerador e
o denominador do residuo sdo varidveis dependentes (Demétrio, 2002).

Para garantir essa independéncia, define-se o residuos estudentizados externamente:
€

_e
€E =

Y

sendo s(;) o quadrado médio do residuo com a auséncia da i-ésima observacao.

Analise sensibilidade refere-se ao estudo do comportamento do modelo ajustado quando o mesmo sofre
algumas perturbacdes. O objetivo, portanto, é investigar pontos atipicos, sendo estes denominados de pontos
remotos (outliers), pontos de alavanca e pontos influentes.

Os pontos remotos s3o observacdes que n3o se ajustam bem ao modelo e sdo detectadas por um afasta-
mento com relacao a Y. Esse ponto pode ser de alavanca ou influente.

Os pontos de alavanca n3o afetam o ajuste, sdo observacGes extremas de X, a matriz de covariaveis do
modelo. A deteccdo desses pontos é feita observado a diagonal principal da matriz H, assim, se h;; = 1, entao
¥ =y, ou seja, a i-ésima observacdo tem influéncia total no seu valor predito. O critério de alta alavancagem é
dado pelo fato de que -7, h;; = p, p o nimero de covaridveis do modelo. Assim, a alavancagem média é dada

n
por % que é o0 mesmo que % O critério estabelecido para um ponto ter alta alavancagem é se h;; = 2—p

Os pontos influentes, ao contrério dos de alavanca, afetam o ajuste do modelo, pois indicam afastamento
com relacdo a X e a y. Este ponto pode ou ndo ser um ponto remoto e pode ou ndo ser um ponto de alavanca.
Cook (1977) sugere que a influéncia de determinada observacdo é identificada quando o modelo é ajustado
com a sua auséncia do conjunto de dados. Para a deteccio desse ponto utiliza-se a distancia de Cook e é uma
analise de influéncia global.

Algumas técnicas graficas para anélise de diagndstico sao:
i. Grafico dos residuos versus a ordem de coleta dos dados: avaliar a hipdtese de independéncia dos dados.

ii. Grafico dos residuos versus valores ajustados: verifica a homoscedasticidade do modelo (espera-se um
comportamento aleatério dos residuos em torno no zero) e linearidade do modelo (espera-se que n3o

apresente tendéncia);



Além disso, temos:

i. Grafico dos residuos estudentizados versus valores ajustados: verifica se existem outliers em Y;
ii. Grafico dos residuos padronizados versus valores ajustados: verifica se existem outliers em Y;
iii. Grafico de alavancagem (Diagonal da Matriz H - leverage): verifica se existem outliers em X;

iv. Gréfico dos residuos estudentizados ordenados (observados) versus quantis da normal padréo (tedricos):

verifica normalidade (recomenda-se utilizar envelope simulado).
Para a andlise formal dos residuos, podemos realizar os seguintes testes:
i. Testes de Normalidade para os residuos;
ii. Teste de Durbin-Watson para testar independéncia dos residuos;
iii. Teste de Breusch-Pagan e Goldfeld-Quandt para testar se os residuos sdo homoscedasticos;

iv. Teste de falta de ajuste para verificar se 0 modelo ajustado é realmente linear.

0.7 Outros modelos

Especifique um modelo linear heterocedastico e obtenha os estimadores através do Método dos Minimos
Quadrados Generalizados.

Em muitos casos, ao analisarmos os residuos de um modelo de regressao linear, ao visualizarmos que estes
ndo apresentam a caracteristica de variancia constante, temos uma das suposicdes do modelo n3o atendidas.
Quando isso acontece, dizemos que o modelo apresenta heterocedasticidade nos erros (residuos), ou ainda que
o modelo é heterocedastico. Alguns efeitos causados por essa falha na suposicdo do modelo s3o:

Os erros padrdes dos estimadores, obtidos pelo Método dos Minimos Quadrados Ordinarios, sdo incorretos
e portanto a inferéncia estatistica n3o é valida. N3o podemos mais dizer que os Estimadores de Minimos
Quadrados Ordinarios sdo os melhores estimadores de varidancia minima para (3, embora ainda possam ser n3o
viciados.

Por que usar pesos?

Suponhamos que a variancia seja n3o constante, isto &,

Var(Y;) = o2, parai=1,...,n.
tomamos, por exemplo, pesos de forma que
1 .
w; o —, 1=1,...,n.
o

i
Com isso, as estimativas de Minimos Quadrados Ponderados (MQP) tem erros padrdo menores do que as
estimativas de Minimos Quadrados Ordinérios (MQO). Como dito anteriormente, as estimativas de MQO s&o

incorretos, em relacdo as estimativas de MQP.



A avaliacdo da hipdtese de homoscedasticidade dos residuos, é feita através das estatisticas de Cochran,

Brown-Forsyte (Levene), Breusch-Pagan e Goldfeld-Quandt.

2

Neste momento, consideramos o modelo de regressdo linear simples e vamos denotar por o; a variancia

relacionada ao i-ésimo erro ¢;,, A suposicdo do modelo é que ¢; ~ N(0,0;) independentes. Observe que
estamos considerando que a variincia o? depende da i-ésima observacdo, podendo ser n3o constante ao longo
das observacdes. O modelo descrito é da forma:
Yi:/gw0+6w1Xi+6i7 parai:]-a"wnv
em que,
— Y, é a i-ésima observacao da varidvel resposta;
— X, é a i-ésima observacdo da covaridvel constante e conhecida;

— Buwo € Bw1 sao os parametros desconhecidos da regressao;

— &; € o i-ésimo erro, consideramos &; ~ N(0,0?) parai = 1,2,...,n e n é o ndmero de observacdes.

Podemos obter os estimadores dos coeficientes da regressao considerando o método de maxima verossimi-
lhanca ou pelo método dos minimos quadrados. A seguir, descrevemos a estimacdo pelo método de maxima

verossimilhanca. Para isto, substituimos o2 por o2 devidamente e obtemos a expressio:

n

| O (Y = (Buo + Bun X))’
L(5w0a6w1|y7x) = EWGXP{_ 2012 }

Supomos o peso w;, inversamente proporcional a varidncia o2, sendo:

Ww; =

Q|-

e entdo, obtemos a funcao verossimilhanca da seguinte forma:

3

[ exp {5 (= (Buo + Bur X))

=1

L(5w1;52|y7‘r) = H

=1

=TT (2) e {5 3w 0= (o )

1

§

Obtemos os estimadores dos coeficientes da regressao maximizando em relacdo a (3,0 € B,1- Porém, po-
demos perceber que a funcdo de verossimilhanca é inversamente proporcional ao termo exponencial, portanto,

maximizar equivale a minimizar o termo:

- ngu sz i @wO + Ble ))
=1

que é soma dos desvios ponderados do método dos minimos quadrados ponderados.



Os estimadores ﬁwo e Bwl sao conhecidos como estimadores de minimos quadrados ponderados. Notamos
que esses estimadores, coincidem com os estimadores de minimos quadrados ordinarios quando consideramos a
suposicdo de homocedasticidade, que implica em pesos (w;) iguais.

As observacGes de maior variancia tém menos influéncia sobre os estimadores de 3, € (.1, € as de menor
variancia tém mais influéncia. Isso é devido ao fato de que as observacées de menor variancia apresentam
informacBes mais pertinentes a respeito da E[Y'|X;], i1 =1,...,n

Calculamos os estimadores de minimos quadrados ponderados derivando (),, em relacdo aos parametros e
igualando a zero para obter o ponto de minimo, ou seja:

a w n n n n
3;2 ) = QZwi (Yz‘ - (ﬂw(] + ﬁlei)) = QZin;' - 25wozwz’ — 2Buw1 ZwiXi =0
w i=1 i=1 i=1

=1

ggw =2 sz i 5100 + Bu1 X )) X =2 Zin:iXi — 2Buwo ZwiXi — 281 sz‘Xz'2 =
wl i=1 i=1 i=1 i=1

Desta forma, obtemos o sistema:

Z w;Y; = Buo Z Wi + B Z w; X;;

i=1 i=1 i=1

Z w;Y; X = Buo Z w; X + Bun Z w; X,
i=1 i=1 i=1

Com isso, a solucao das equacdes sao dadas por:

" Z w; Y; Z w; X;
> wiYiX; —
ZwlY; Buwt Zw X, =1 Zwi
Buo = = m e w1 = = 2
5]
- Z w; X, l——
>,
i=1

Z w;Y; Z w; X;

Para facilitar a notacdo, denotamos Y, = e X, = % as médias ponderadas de Y e X,

sz > ui
=1
respectivamente. Afim de facilitar os calculos, vamos reescrever o estlmador de minimos quadrados ponderados

de (3,1 da seguinte maneira:
Yo wi(X; = X)) (Vi = V)
Bwl - = n 7 =
sz’(Xz‘ - Xw)2
i=1

ZwiXiY; — sz‘Xi? Z w; X Y + szX Yo

i=1 i=1 i=1 =1




Z w; Y; X — Z w; Vi X — Z w;Yi X, + Z w;Y; X,

i=1 i=1 =1 i=1

Z w; Y; X — Z in;LYw Z wi(Xi - Yw)yi
i=1

=1 i=1

Zwi(Xi —yw)Q Zwi(Xi —yw)Q
i=1 =1

Logo, os estimadores de minimos quadrados ponderados sdao dadas por:

~ _ ~ ~ 1
61110 = Yw - Blew € Bwl =1 )

Os valores de Bw(] eBwo obtidos sdo denominados Estimadores de Minimos Quadrados Ponderados (EMQP).

O modelo de regressao linear simples ponderado ajustado é dado por

Y;:ﬁw()"i_ﬁwlxi izlu"'?”
em que Y é um estimador pontual da média da variavel Y para um valor de z, ou seja,

—

E(Y|X;) = Buo + Buor Xss i=1,...,n

0.8 Exercicios

1. Ajuste um modelo de regressao linear simples, a partir do conjunto de dados disponivel em https://www.

ime.usp.br/~giapaula/trees.dat. Avalie a significancia dos parametros e interprete os resultados.


https://www.ime.usp.br/~giapaula/trees.dat
https://www.ime.usp.br/~giapaula/trees.dat

2. Ajuste um modelo de regressao linear simples, a partir do conjunto de dados disponivel em https://www.
ime.usp.br/~giapaula/imoveis.dat. Realize anélise de diagnéstico com as ferramentas apresentadas

nesse capitulo.

3. Ajuste um modelo de regressao linear simples, a partir do conjunto de dados disponivel em https:

//www.ime.usp.br/~giapaula/vendas.dat| Interprete os resultados da tabela ANOVA.


https://www.ime.usp.br/~giapaula/imoveis.dat
https://www.ime.usp.br/~giapaula/imoveis.dat
https://www.ime.usp.br/~giapaula/vendas.dat
https://www.ime.usp.br/~giapaula/vendas.dat
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